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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 16, № 3 (1974), 479—490 

УДК 517.9 

К ВОПРОСУ РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДВУХТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

И. Т. Кигурадзе, Н. Р. Лежава 
Устанавливаются достаточные условия разрешимости 

краевых задач вида 
и" = f (t, и, и')', 

(u(0), u'(0))GSOl (n(l), u ' ( D ) e S i , 
Библ. 11 назв. 

1. Формулировка теорем существования. Рассмотрим 
задачу о существовании решения и (t) уравнения 

и" = f (t, и, и'), (1.1) 

абсолютно непрерывного вместе с и' (t) на отрезке [0, 1] 
и удовлетворяющего краевым условиям 

(и (0), и' (0)) <= S0, (и (1), и' (1)) е= St. (1.2) 

Частными случаями задачи (1.1), (1.2) являются двух­
точечные задачи с линейными краевыми условиями, по­
служившие предметом многочисленных исследований (см., 
например, [1]—[7] и указанную там литературу). Отме­
тим также работы [8] и [9], посвященные изучению нели­
нейных задач вида (1.1), (1.2). 

Всюду в дальнейшем будем считать, что как S0, так 
и Sx являются связными и замкнутыми множествами 
двумерного евклидова пространства R2, любые две точки 
которого можно соединить ограниченным, связным и 
замкнутым подмножеством этого же множества. Что же 
касается / (t, x, г/), она является действительной функци­
ей, заданной в области 

D = (0, 1) X Л2 
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и удовлетворяющей локальным условиям Каратеодори, 
т. е. f (t, х, у) измерима до t на отрезке [0, 1] дри любом 
(х, у) ЕЕ R2, непрерывна до (х, у) в R2 при дочти всех 
*ЕЕ(0, 1) и sup {|/(*,*, у)\: \х\+\ у \^r} G L (0,1) 
при любом г £ (0, +оо). 

Обозначим через Stx и Siy проекции множества St 
соответственно на оси х и у. Ниже отдельно рассматри­
ваются следующие случаи: 

SQy и Sxx ограничены 
inf SQx = inf S^ — — oo, sup/So^ = sup*Sx^ == + oo, (1-Зх) 

S0x и S^ ограничены 
inf S0y = inf £ l x = — oo, supS0l/ = supS^. = + oo, (1.32) 

(*,y)&S{ при (—1)*д:у<0, 
sup { ( - l)jx + (- \)^y : {x, y)£ESi} = + oo (i, j = 0,1) (1.33) 

и для некоторого цЕЕ{0,1} множество SioX ограничено; 
S0x и Six ограничены, 

inf SQy = inf S^ = —- oo, sup «?оу = sup Slv = + °°- (l-34) 

Ограничение, которое налагается на функцию / (t, x, у) 
относительно ее роста по последним двум аргументам, 
существенно зависит от структуры множеств St (i = 0, 1) 
и имеет один из следующих видов: 

/(*,*, у) sign у < со (у) ^ ft (0 Л* (л) (1 + \у \f\ (1.40 

!^х,у)^1ёпу>^^(у)^=^(1)ках)(1 + \у\)1!\ (1.4,) 

/ (^^2/ )s igna;>^(o(^)2^ 1 gi(0^H(l + |l/|)1/9i (1Л) 
и 

i / ^ ^ ^ K ^ j ^ f t W M ^ a + iyiA (1.44) 
ТЕОРЕМА 1.1. Пусть для некоторого / с е {1, 2, 3, 4} 

соблюдается условие (1.3*) и в области D выполняется 
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Неравенство (1.4fc), где 

i < gi < + оо, -i- + -J- = l, &(0 е£р;(0,1), 
Ы(Х)£Е№(- ОО, + С») ( 1 = 1 , . . . ,й)*), (1.5) 

а функция ю (г/) положительна и непрерывна в промежутке 
(—оо, + оо), 

+«> о 
[ ^ - = + оо и \ - t r = + oo. (1.6) 
О —оо 

Тогда задача (1.1), (1.2) разрешима. 
Прежде чем перейти к формулировке следующих тео­

рем, удобно ввести такое 
О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть a (t) — некоторая 

функция, абсолютно непрерывная вместе со своей произ­
водной на отрезке [О, 1]. Если 

/ (t, (У (t), <у' (t)) > о*" (t) при 0 < t < 1 
и 

(г, у) &St при х > а (0, ( -1) 1 1у - а' (*)] < О 
(* = 0, 1), 

то a (t) называется верхней функцией задачи (1.1), (1.2). 
Если же 

/ (t, a (*), a' (*)) < or" (t) при 0 < t < 1 
и 

(ж, у) ZjESi при ж < а (0, (-1)* [» - в' (i)] > О 
(« = 0, 1), 

то or (t) называется нижней функцией задачи (1.1), (1.2). 
ТЕОРЕМА 1.2. Пусть аг (t) — нижняя, a or2 (t) — 

верхняя функции задачи (1.1), (1.2) и о?! (t) <^ ст2 (г) лг/?1г 
О <^ £<^ 1. Далее, для некоторого к ЕЕ {1, 2, 3} соблюда­
ется условие (1.3*), w в области О < £ < 1, аг (t) < ; ж ^ 
*ч ^г (О» I I/ I < + ° ° соблюдается неравенство (1.4*), г$£ 

1<<ь<+оо, -^ + т" = 1 ' ft(0eLp40,i), 
* * (1.7) 

ht (x) ЕЕ Lqi (-г, r) 

*) Здесь и в дальнейшем предполагается, что если #| = 
= + оо (д4= 1), то 1/gi = 0 (p i= +oo). 
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при любом г €= (0, +°°) (г = 1, . . . , л), а со (у) — по-
ложителъная и непрерывная в промежутке (—оо, +оо) 
функция, удовлетворяющая условиям (1.6). Тогда задача 
(1.1), (1.2) разрешима. 

ТЕОРЕМА 1.3. Пусть аг (t) — нижняя, а а2 (t) — 
верхняя функции задачи (1.1), (1.2) и ах (t) ^ a2 (t) при 
О <^ t ^ 1. Далее, соблюдается условие (1.34) и найдутся 
такие числа а Е [0, 1) и |ЗЕ=(а,1], что в области 
а < t < 1, G1 (t) <; х <; а2 (£), | г/ | < + ° ° выполняется 
неравенство ( l . ^ ) , а в области 0 < £ < |3, 0Х (г) <^ х <^ 
< ^2 (*)> I У I < + ° ° — неравенство (1.42), где gf, gf (О, 
ht (x) (i = 1, . . ., п) и со (г/) удовлетворяют условиям 
теоремы 1.2. Тогда задача (1.1), (1.2) резрешима. 

З а м е ч а н и е 1. Как это следует из теоремы 2.4 
работы [5], если вместо gt (t) e= Lvi (О, 1) (г = 1, . . ., п) 
предположим gt (t) ЕЕ LVi~z (О, 1) (г = 1, . . ., п), где е — 
сколь угодно малое положительное число, то теорема 1.3 
не будет справедливой. 

З а м е ч а н и е 2. Из теорем 1.1—1.3 непосредствен­
но вытекают теоремы С. Н. Бернштейна [2], М. Нагумо [7] 
и X. Ефезера [4] о существовании решения уравнения 
(1.1), удовлетворяющего одному из следующих трех 
краевых условий: 

и (0) = с0, и (1) = сг, и (0) = с0, и' (1) = с± 
и 

ы' (0) = с0, и (1) = с±. 
Что же касается теоремы, доказанной в [3], то она являет­
ся весьма частным случаем теоремы М. Нагумо [7] (см. 
также [10], стр 508, следствие 5.2), хотя это обстоятель­
ство осталось незамеченным для авторов работы [3]. 

2. Леммы об априорных оценках. 
ЛЕММА 2.1. Пусть qt, gi (t), ht (x) и ш (у) удовлетьо-

ряют условиям теоремы 1.2, а г0 — некоторая положи­
тельная постоянная. Тогда для любого г Е (0, +оо) 
найдется такое с (г) ЕЕ (0, +оо), что какова бы ни была 
функция и (t), абсолютно непрерывная вместе с uf (t) на 
отрезке [0,1], будем иметь 

\u'(t) \< с (г) при 0 < * < 1 , (2.1) 
если только 

\u(t) | < г при 0 < * < 1 (2.2) 
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и соблюдается одно из следующих четырех условий: 
| и' (0) | < г0, и" (0 sign и' (t) < со (t,u (t), и' (*)) 

при 0<t<l, (2.3Х) 
| и' (1) | < г0, и" (0 sign и' ( * ) > _ © (*, и (0, « ' (0) 

гс/ш 0 < г < 1 , (2.32) 
и (0)и' (0) >0, и (1)и' (1) < 0, И" (0 sign и (t) > 

> - ю (t, и (t), и' (*)) при 0 < t < 1 (2.3,) 

I И (0) | < Г0, | И (1) | < Г „ | U" (0 | < СО (*, W (О, U' (*)) 

герм 0 < * < 1 , (2.34) 
где 

со (*, х, 2/) = со (у) ^ g i (0 ht (х) (1 + \у \?<Ч. (2.4) 

При этом, если 
к{(х)(=:Ьа1(~- оо, 4- оо) (I = 1 , . . . ,л), (2.5) 

то 
с0 = Пт е ( г Х + оо. (2.6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим pk = (—1)к (1 + г0), 
если соблюдается условие (2.3Х) или условие (2.32), 
рь = (—1)*, если соблюдается условие (2.33), и рк = (—l)fe-
•(1 + 2г0), если соблюдается условие (2.34). 

Согласно (1.6) и (1.7) для любого г Е (0, +°°) най­
дутся такие числа ck (г) (к = 1, 2), что 
(- 1 ) А Г ^ ) = 2 ^«ч%д,«ч^> <*=*•2) *>• 

(2.7) 
Отсюда ясно, что если соблюдаются условия (2.5), то 

с(г) = ш а х { \ch(r) \:к = 1,2} (2.8) 
удовлетворяют условию (2.6). 

Сначала рассмотрим случай, когда соблюдается усло­
вие (2.32). Если предположить, что и (t) не удовлетворяет 
неравенству (2.1), то найдется такой отрезок [а, |3] CZ [0, 1], 

*) Через || gLp обозначается норма функции g (t) в прост­
ранстве LP (а, Ь). 
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что 
| и' (а) | = pfc, | и' (t) | > | ph | > 1 при a < t < p\ 

I "' (P) I > с (г), 
где 1 ; Е { 1 , 2}. Разделив обе части второго из неравенств 
(2.ZJ на ю (и' (t)) и интегрируя от а до р, согласно (2.2), 
(2.4) и (2.8), найдем 

что противоречит условию (2.7). Полученное противоре­
чие доказывает справедливость оценки (2.1). Совершенно 
аналогично покажем, что эта оценка имеет место и в том 
случае, когда соблюдается условие (2.32). 

Перейдем к рассмотрению случая, когда соблюдается 
условие (2.33). Для доказательства неравенства (2.1) до­
статочно показать, что оно соблюдается на множестве тех 
точек промежутка (0, 1), в которых и (t) и и' (t) одновре­
менно отличны от нуля. Пусть t0 — произвольная точка 
из этого множества, а (ос, (3) (Z (0, 1) — максимальный 
промежуток, содержащий t0, в котором и (t)u' (t) Ф 0. 
Для определенности считаем, что и (t)u' (t) < 0 при 
а < t < р, так как случай, когда и (t)uf (t) > 0, рассма­
тривается совершенно аналогично. Тогда | и (а) | > 
^>|и(р) |. Поэтому, ввиду (2.33), будем иметь и' (а) = 0, 
и" (t) sign и' {t) <; со (t, и (t), и' (t)) при а < t < |5. Отсю­
да, согласно вышедоказанному, следует, что | и' (t) | <^ 
<; с (г) при а <; t <; р, т. е. справедлива оценка (2.1). 

В заключение рассмотрим случай, когда соблюдается 
условие (2.34). Тогда очевидно существование такой точки 
* о ^ Ю, 1], что | и' (*0) | < 2 г 0 и 

и" (t) sign [(t — t0)u' (*)] < to (t, и (t), и' (t)) 
при 0 < * < 1 . (2.9) 

Поэтому, согласно вышедоказанному, имеет место оценка 
(2.1). Лемма доказана. 
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ЛЕММА 2.2. Пусть 0 < а < р < 1, a qu gt (t), 
ht (x) (i = 1, . . ., n) и со (у) удовлетворяют условиям тео­
ремы 1.2. Тогда для любого г ЕИ (О, +°°) найдется тате 
с (г) ЕЕ (О, +оо), что для произвольной функции ' и (t), 
абсолютно непрерывной вместе с и' (t) на отрезке [О, 1], 
справедлива оценка (2.1), если только и (t) удовлетворяет 
условию (2.2) и неравенствам 

uf/ (t) sign и' (t) > —& (t, и (t), и' (t)) при О < t < р, 
и" (t) sign u' (£) <J со (t, и (t), и' (t)) при а < t < 1, 

(2.10) 
где & (t, х, у) — определенная равенством (2.4) функция. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть с (г) — число, опре­
деленное равенствами (2.7) и (2.8), где 

Ввиду (2.2) и (2.10) найдется такая точка t0 ЕЕ [а, ($], 
что | и' (t0) | <^ 2г/(Р — а) и соблюдается неравенство 
(2.9). Повторяя теперь рассуждение, применяемое при 
доказательстве леммы 2.1, легко убедимся в справедли­
вости оценки (2.1). 

3. Леммы о разрешимости задачи (1.1), (1.2). 
ЛЕММА 3.1. Пусть для некоторого / С Е {1, 2, 3, 4} 

соблюдается условие (1.3fc) и в области D выполняется не­
равенство 

\f{t,x,y)\^g (*), (3.1) 
где g (t) £E L (0, 1). Тогда задача (1.1), (1.2) разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для определенности пред­
положим, что к = 1. Случай, когда 4 Е {2, 3, 4}, рас­
сматривается совершенно аналогично. Положим 

г0 - | inf Soy\ + \ sup Soy |, гх == [ inf Slx\ + \ sup Slx |, 

x (3-2) 
г - г 0 + Г! + ^ £(*)<**• 

Jo 

Ввиду (1.3i) очевидно существование таких чисел 
Уг е (—Г0 , Г0) (* = 1 , 2 ) , ЧТО 

( Н ) * г , у , ) е 5 0 (* = 1,2). 
Пусть G — ограниченное, связное и замкнутое под­

множество £0, содержащее точки (—г, г/х) и (г, у2). Обозна-

485 



чим через G* множество всех точек вида (и (1), и' (1)), 
где и (t) является решением уравнения (1.1) при началь­
ных условиях 

и(0) = х, и' (0) = г/, (3.3) 

а (х, у) пробегает множество G. Согласно теореме Кне-
зера — Фукухара [11] G* является ограниченным, связ­
ным и замкнутым множеством. 

Как это следует из (3.1) и (3.2), если х = (—1)V, 
у = уи где i ЕЕ {1, 2}, то (—1)* и (1) > гъ какое бы ни 
было решение и (t) задачи (1.1), (3.3). Следовательно, G* 
пересекается с прямыми х = — гг и х = гг. Поскольку, 
кроме того, множество St удовлетворяет условиям (1 .Зх) 
и расположено в полосе | х | <; г ь | у | <С + о о , очевидно, 
что i?! П G* Ф Ф- Лемма доказана. 

ЛЕММА 3.2. Пусть аг (t) — ниэюняя, а 
а2 (t) — верх­

няя функции задачи (1.1), (1.2) и аг (t) <; с2 (t) при 
0 ^ t<^ 1. Далее, для некоторого к ЕЕ {1, 2, 3, 4} со­
блюдается условие (1.3ft), и в области 0 < t < 1, 
#i (t) ^ х <С <*2 (*)> I # I < + ° ° выполняется неравенство 
(3.1), где J ( « ) G £ (0, 1). Тогда задача (1.1), (1.2) млмюти 
решение и (t) такое, что 

°Ч (0 < и (t) < <т2 (t) при 0 < * < 1 . (3.4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

/ т (*, *, 2/) = 
/ (*, бх (О, <h (0) - ~ - ПРИ X < бх (О - -L , 

+ 7Ю (бх (О - Ж) / (*, бх (О, (J! (0) + X - бх (О 

при а г ( 0 - — O < < J i ( 0 > 
= ] / (t, х, у) при о1 (/) < я < б2 (0, (3.5) 

(t)+-^-*)f(t,*2(t),y) + 

+ т (х — б2 (0) / (*, б2 (0, <з2 (0) + х — б2 (0 
при а 2 ( * ) 0 < а 2 ( * ) + — , 

/(^а(0.°2(0) + -̂ Г при *><М') + -̂ --
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Ясно, что 
i\fm(t,X,y) | < 1 + g (t) ПрИ (t, X,y)<=D 

(m = 1, 2, . . .) (3.6) 
и 
(-l)ilfm(t,x,y)-e"i(t)]>^r при 0<г<1, (3.7) 

(-1)*[*-б{(0]>4-'1И<+°°(*-1.2). 
Согласно лемме 3.1 при любом натуральном т урав­

нение и" = fm (t, и, и') имеет решение ит (t), удовлетво­
ряющее краевым условиям (1.2). Покажем, что 

°i(t)--^<um(t)<°At) + -^ при 0<*<1. (3.8) 

Допустим обратное. Тогда для некоторых i E {1, 2} и 
t0 Ez (0, 1) будем иметь v (t0) > 0, где 

1>(0 = ( - 1 ) Ч и « ( 0 - * ( * ) ] - - ^ - - (3-9) 

Пусть (а, (3) с: (0, 1) — максимальный промежуток, со­
держащий t0, в котором v (t) ^> 0. Если а ̂ > 0, то, оче­
видно, v (а) = 0 и г/ (а) > 0, если же а = 0, то в силу 
определения 1.1 v (а) > 0 и г/ (а) > 0. Поэтому из (3.7) 
вытекает, что 

г / ( 0 > - Ц = ^ - > 0 , - i ; ( 0 > 0 при а < г < ( 3 . 

Отсюда, согласно определению р, ясно, что р := 1, 
v' (1) > 0 и v (1) > 0. (3.10) 

Согласно определению 1.1 и условиям (3.9) и (3.10) 
(ит (1), ит (1)) ф Sb 

что невозможно, поскольку ит (t) удовлетворяет краевым 
условиям (1.2). Полученное противоречие доказывает 
справедливость неравенства (3.8). 

Из (3.6) и (3.8) легко следует, что последовательности 
{^т (t)}m~i и {ит (t)}t^i равномерно ограничены и рав­
ностепенно непрерывны на [0, 1]. Поэтому, согласно лем­
ме Арцела — Асколи, без ограничения общности можем 
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считать, что они равномерно сходятся. Учитывая теперь 
условия (3.5), (3.6) и (3.8), легко заключим, что 

и (t) = lim um (t) 
ТП-^-j-oo 

является решением задачи (1.1), (1.2), удовлетворяющим 
неравенству (3.4). Лемма доказана. 

4. Доказательства теорем существования. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.1. Положим 

г0 = | inf Sk-ly | + | sup Sk„lv | + | inf S^fc. | + | sup S24fex | 

при *G{1,2}, 
r0 = | inf SioX | + | sup SioX | при А = 3, (4.1) 

r0 = V (| inf Six | + | sup Six |) при к = 4. 
fc—'1=0 

Пусть c0 — положительная постоянная, фигурирующая 
в лемме 2.1, р = г0 + 2с0 

%(s) 

1 при s<^p, 
S 2 при р <; s <; 2р, 
Р 

О при 5^>2р, 
f{t,x,y) = x(\x\ + \y\)f(t,x,y). (4.2) 

Ясно, что 
I f (t,x, у) | < g (t) при (t, x, у) е D, (4.3) 

где 
g(t) = sup{ | / (* , х, у) \:\х\ + \у | < 2 p } e L ( 0 , 1). 

(4.4) 
Поэтому, в силу леммы 3.1, уравнение 

и" = f (*, и, и') (4.5) 
имеет решение u(t), удовлетворяющее краевым услови­
ям (1.2). 

Как это следует из (1.3ft), (1.4ft), (4.1) и (4.2), и (t) 
удовлетворяет условию (2.3fe) и 

I и (О I <^ го> г Д е * = 0 и л и 1-
Поэтому, согласно лемме 2.1, 

\и' (t) | < с0 при 0 < * < 1 . 
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Следовательно, 
\u(t)\+ \ и' (t) | < г0 + 2с0 = р при 0 < t < 1. 

Ввиду последнего неравенства из (4.2) следует, что и (t) 
является решением уравнения 1.1. Теорема доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.2. Пусть г0 — 
число, определенное равенствами (4.1), 
г - max { | а х (0 | + Ы 0 1 + 1*2 (О I + 

+ 1 ori (0 | : 0 < * < 1 } , 
с (г) — положительная постоянная, выбранная для г, 
согласно лемме 2.1, р = с (г) + г, а f (t, x, у) — функция, 
определенная равенствами (4.2). 

Нетрудно убедиться, что crx (t) является нижней, а 
<т2 (t) — верхней функцией задачи (4.5), (1.2) и соблю­
даются условия (4.3) и (4.4). Поэтому, согласно лемме 3.2, 
задача (4.5), (1.2) имеет решение и (t), удовлетворяющее 
неравенству (3.4). 

Из (1.3fc), (1.4fc), (3.4), (4.1) и (4.2) вытекает, что и (t) 
удовлетворяет неравенствам (2.2) и (2.3fe). Поэтому, сог­
ласно лемме 2.1, имеет место оценка (2.1). Следовательно, 

I и (О I + I W (t) | < г + с (г) = р 
при 0 < * < 1 . 

Ввиду этого неравенства из (4.2) вытекает, что и (t) яв­
ляется решением уравнения (1.1). Теорема доказана. 

Теорема 1.3 доказывается совершенно аналогично тео­
реме 1.2, только вместо леммы 2.1 следует применить лем­
му 2.2. 
Институт прикладной математики Поступило 
Тбилисского университета 23.VI 1.1973 
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