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УДК 517.927 

СИНГУЛЯРНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

И. Т. Кигурадзе, Б. Л. Шехтер 

ВВЕДЕНИЕ 

Систематическое исследование начальной и краевых задач 
для обыкновенного дифференциального уравнения второго по­
рядка 

u"=f(t, u, u') (0.1) 
с сингулярностями относительно независимой или одной из фа­
зовых переменных имеет не более чем тридцатилетнюю историю, 
хотя в приложениях такие задачи стали возникать сравнительно 
давно. Например, еще в начале нашего столетия в работе Эм-
дена [74], посвященной равновесию сферы из политропного га­
за, появилась сингулярная задачи Коши 

u"=—jW-um, w(0)-=c0>0> и'(°)=-°-

Однако долгое время математики ограничивались изучением 
лишь сингулярных задач конкретного вида, не предпринимая 
попытки разработать более или менее общие методы исследо­
вания. В известной монографии Сансоне ([51], стр. 349) в 
частности констатируется, что ввиду отсутствия общей теории 
о разрешимости сингулярной задачи Коши, существование ре­
шения вышеупомянутой задачи из работы Эмдена может быть 
установлено «только путем непосредственного изучения» соот­
ветствующего дифференциального уравнения. 

В настоящее время сингулярная задача Коши изучена с до­
статочной полнотой не только для уравнения (0.1), но и для 
дифференциальных уравнений и систем высших порядков 1[11, 
12, 49, 59]. Довольно далеко продвинута и теория сингуляр­
ных -краевых задач для уравнения (0.1). Настоящая работа 
посвящена изложению основ этой теории на примере двухто­
чечных задач и задач об ограниченных и монотонных решениях.' 
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В первой главе (§§ 1—4) рассматриваются двухточечные за­
дачи вида 

«(а+) = с1,и'*-1>(Ь-)—с2, (0.20 
где 1б{1, 2} и —оо<а<Ь< + оо. 

В основе § 1 лежат результаты работ ![7, 16, 61, 82, 83], ка­
сающиеся существования и единственности решений линейного 
дифференциального уравнения 

u"=p{{t)u+p2{t)u'-\-p0{t), 
удовлетворяющих краевым условиям (0.2i) и (0.2г). При этом 
не исключается случай, когда все функции pj-.]a, b[{to}R (/== 
= 0, 1, 2) не суммируемы на сегменте \[а, Ь], имея особенности 
на его концах. 

§§ 2 и 3 посвящены исследованию двухточечных краевых 
задач для уравнения (0.1) при наличии у f:|]a, b[XR2{to}R не-
интегрируемых сингулярностей относительно первого аргумен­
та в точках а и Ь. 

B § 2 рассматривается случай, когда уравнение (0.1) в опре­
деленном смысле сравнимо с линейным. Изучение краевых за­
дач для регулярных уравнений такого типа восходит к работам 
Пикара [92], Тонелли [102] и Эфезера [75]..Из дальнейших ис­
следований, отметим [26, 47, 68]. Приводимые нами теоремы 
существования и единственности решений задач (0.1), (0.20 
(1=1,2) представляют собой определенную модификацию ре­
зультатов работ {15, 82]. Кроме того, в § 2 обсуждается вопрос 
об условиях неединственности решений упомянутых задач. Мы, 
следуя [28, 48, 60], устанавливаем признаки существования не 
менее заданного числа решений этих задач и изучаем их ос-
цилляцнонные свойства. Такие свойства в ситуациях, когда 
единственность нарушается, нередко представляют интерес с 
точки зрения приложений (см., например, [86]). 

B § 3 изучается уравнение (0.1) -с быстрорастущей по фазо­
вым переменным правой частью. Основополагающие результаты 
о разрешимости краевых задач для таких уравнений в регуляр­
ном случае принадлежит С. Н. Бернштейну ;[3], Нагумо i[88] 
и Эфезеру [75]. Эти результаты обобщались в различных на­
правлениях многими авторами (см. [4, 8, 30, 56] и указанную 
там литературу). Б [13, 14] предложен подход к исследованию 
сингулярных двухточечных краевых задач, основанный на ап­
риорных оценках решений односторонних дифференциальных 
неравенств. Этого подхода мы и придерживаемся при изложе­
нии результатов § 3. 

В § 4 рассматривается вопрос о существовании и единствен­
ности решения уравнения (0.1), удовлетворяющего условиям 

ы(а+)=0, u(i-»(b—)=0, и(£)>0 при a<t<b, (0,30 
где £б{1, 2}. При этом допускается возможность наличия y 
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f: ]a, Ь[Х]0, +oo[XR-{to}R особенностей как по первому (в точ­
ках а и Ь), так и по второму (в точке 0) аргументам. Такие 
сингулярные задачи часто встречаются в приложениях. Напри­
мер, исследование равновесия мембраны при отсутствии цепных 
усилий на.контуре сводится к отысканию решения краевой за­
дачи 

«" = - — , й(0 + ) = 0, и(1-)=-0, Й ( * ) > 0 при 0 < * < 1 

(см. [44,45, 52]), а в теории пограничного слоя вязкой несжи­
маемой жидкости возникает задача 

и ? = - - — , и(0+)==0, и(1-)-0, и(*)>0 при 0 < t < l 
(см. [67,70,71]). 

Ю. А. Клоков и A. И. Ломакина [23] изучали задачу 
(0.1), (0.31) при допущениях, что f{t, х, y)sssx->-fo(t, х, у ) Д > 0 
и f0: [a, b]XR+XR->-R — непрерывная функция. Талиаферро 
[100] и Буйе и Гомес [69] рассмотрели задачу (0,31) для 
уравнения и" = h (t) ц~\ В случае, когда сингулярность функ­
ции / относительно второго аргумента, вообще говоря, не носит 
степенного характера, задачи (0.1), (0.3,) (i—1,2) исследованы 
А. Г. Ломтатидзе [35, 39]. Его результаты и изложены в § 4. 

Вторая глава (§§ 5 и 6) посвящена задачам на бесконеч-
ном промежутке. 

В § 5, основой которого послужили результаты работ [14, 
77, 81], изучаются следующие задачи об ограниченных и моно­
тонных решениях: 

МО<«-•(*) {le}--.i(0 при a<t<b, (0.4) 
u(i-.)(a+)=- lCj s i ( iXa(0< . sa ( t ) , npH a<t<b (0.50 

и 
u(i-i)(i0+)-=c, u(t)>Q, ur(t)<Q при t>0, (0.6.) 

где t6{l, 2}, —oo<a<b{le}+oo, a sh:]a, k[{to}R(fe==1,2) —заранее 
заданные функции, удовлетворяющие неравенству M-0{le}Mt) 
при a<Ct<.b. 

Задача (0.1), (0.6i) впервые была рассмотрена еще в конце 
прошлого столетия Кнезером [85], который установил призна­
ки ее однозначной разрешимости в случае, когда f(t, x, у)---з 
ss=f(t,x). Тридцать лет спустя Томас [101] и Ферми [76], изу­
чая распределение электронов в тяжелом атоме, пришли к 
краевой задаче 

ц" = Н /2ц3/2, u (0+) = l, u(-f-oo)--=0, 
что послужило поводом появления серии работ итальянских ма­
тематиков о задачах типа Кнезера (см. [51], стр. 376—380). 

С. помощью упомянутых выше результатов С. Н. Бернштей-
на и Нагумо Хартманом и Уиитнером [77], Опялем [90] и 
Ю. А. Клоковым [21, 22] были установлены довольно общие 
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условия существования решений как задачи (0.1), (0.6i), так и 
задач (0-1), (0.4) и (0.1), (0-51). 

В последнее время задачи вида (0.1), (0.4) и (0.1), (0.5.) 
вновь привлекли внимание в связи с развитием A. A. Логуно­
вым и А. А. Власовым [32] нового подхода к описанию грави­
тационного взаимодействия в пространстве Минковского. 
В частности, в [32] поставлены задачи 

„ 2 . . и'2 . и—21 _„ . 2 \ 

й(0 + ) = 2, lim ^ - = 1, »( t )>2 при t > 0 ' 
.'-++00 i 

tl>'=2u 
Ь — t Г - - К -

2и /.. и2 \ . За 
.•*"+(--£)•]+ 

и(0+)—2, u{b~)=0, 0<а(*)<2 при 0<г<&, 
где fr3-2r2 и г>2. Е. И. Моисеевым и В. A. Садовничий 
[40—43] доказана разрешимость этих задач, а для первой из 
них установлена единственность решения и найдено его асим­
птотическое представление в окрестности +{infty}. Л. А. Лепин[31] 
показал, что разрешимость упомянутых задач может быть по­
лучена из общих теорем существования решений задач (0.1), 
(0.4) и (0.1), (0.51). 

Задача (0.1), (О.бг) также имеет интересные приложения. 
Например, в теории капиллярных явлений .она появляется в 
виде 

и"=ги(\+и'2)312, и'(а+)*=с, и ( + о о ) = 0 

I 
и''^(1+а'*)31Чт ,а' Д и'(а+)-=с, й(+оо) = 0, \ 

\ tyi+u'2) ' \ 
где г > 0 , а > 0 и с<0 [80]. Задачи такого типа изучались ! 
А. Д. Мышкисом и Г. В. Щербиной [46, 64--66]. f 

, § 6 посвящен конкретной краевой задаче > 
« f f=--—Ja'+й-|e|--sign«i' (0.7) j 
и'(0+)-=-0, и( + ъо) = 0, (0.8) j 

где у и % — действительные числа, причем А,>0. Эта задача j 
возникает в нелинейной теории ПОЛЯ при изучении взаимодей- • j 
ствия элементарных частиц. Кроме того, она встречается в ряде \ 
других областей физики, в частности, в статистической теории f 
ядра и нелинейной оптике (см., например, ;[1, 2, 9, 87, 89] и 
указанную там литературу). , , ' 
108 



Особенно интенсивно уравнение (0.7) изучалось в случае, 
когда y=2 . В этом случае преобразование 

и =-7 (°.9) 
приводит (0.7) к виду 

t//=>v—-j-i\v\xsignv. (0.10) 

Если т>:]0, + со [{to}R —решение (0.10), 
-з(0 + ).= 0, <o(+oo)----0 (0.11) 

и, кроме того, 

1im{cdot}---4---k + «>- (0.12) 

то функция «:]0,-|-{infty}[{to}R, определенная соотношением (0.9), 
является решением задачи (0.7), (0.8) с у—2. 

Как показал Нехари [89], при : K K 5 задача (0.10), (0.11) 
имеет положительное на ]0,+{infty}[ решение, которое при X{le}4 
удовлетворяет (0.12), а при Л,-=б эта задача не имеет ненуле­
вых решений. Впрочем, применяемый-в [89] метод свидетель­
ствует об отсутствии таких решений для всех Я^5 (см. также 
£63, 96]). Результат Нехари был усилен Гайдаром [95], который 
показал, что при 1 < ^ < 5 (0.10), (0.1-1) имеет'решение с любым 
наперед заданным числом нулей в ]0 ,+оо[ (для Я6]Г4[ ана­
логичное утверждение установлено В. П. Шириковым [63]). 
Однако, вопрос о том, удовлетворяют ли решения, построенные 
в (89] и [95], условию (0.12) при -А,>4, оставался открытым. 
Положительный ответ на этот вопрос дал Сансоне [96]. Таким 
образом, было установлено, что если 7=2 , 1<А,<5, а 
/б{0,1, . . .}, то задача (0.7), (0.8) имеет решение ровно с / ну­
лями на ]0, +оо{. 

B общем случае, т. е. когда у может отличаться от 2, зада­
ча (0.7), (0.8) исследовалась Курцем [87], которым для любо­
го целого неотрицательного I установлено (хотя для i¥=0 и не 
вполне корректно) существование решения, имеющего ровно I 
нулей на ]0, +оо[, если только l{le}y{le}2 и l<l{le}3. 

B § 6 разрешимость и свойства решений задачи (0.7), (0.8) 
рассматриваются при всех действительных у и положительных %, 
при этом мы следуем работе [99]. 

B настоящей работе приняты следующие обозначения: 
R - = ] _ c . o , - | -oo[, R + = [ 0 , + o o [ , R _ = ] - о о , 0], 

R " - R X . . X R («-=2, 3, ...); 
п 

u ( t + ) H«(i—)—соответственно правый и левый односто­
ронние пределы функции и в точке t\ 
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С(/) , где /{subset}R,— множество непрерывных функций 
«:/{to}R; 

C1([ti, t2]) — множество функций и:[^, t2]->R,' абсолютно-
непрерывных вместе со своей первой производной; 

M[ti> ta]) —множество суммируемых функций u:[t\, t2]-+R; 
Ci0c(/) и Lioc(I), где /cR—-открытый или полуоткрытый 

промежуток,—множества функций M:/{to}R, сужения которых на 
любой сегмент [tu ^2]сгУ принадлежат соответственно С1 ([.•••, t2]): 

HL([t i , t2]); 
K([tu ts]X.D), где D{subset}Rn, ne{-l,2,-} (R.---R), — класс Кара-

теодори, т. е. множество функций f :[t\, ^ X - 0 - ^ R таких, что 
f(-,xu.. . ,хп) :[t\, ^]-*-R измерима при всех (хи . . . ,x„)6D,. 
f{t,-,..., •) : D{to}R непрерывна при почти всех t&[i\, t2] и 

sup{ | f ( . ,x i , . . . , Xnj | ' \X\, . . . , Xn 
для любого компакта D0aD; 

-Kioo(-rX--))> где - r - R — открытый или полуоткрытый проме­
жуток и DczRn,ne{l,2,...}, — множество функций f : /XD->-R, 
сужения которых на множество [ti, t2]X,D принадлежат 
K({ti, ^]ХД)1 каков бы ни был сегмент i[ti, t2] {subset}/; 

-K-Q-b-MXR2)— множество функций f : ]th ^ [XR 2 ^R, для 
которых отображение t-*-f(t,x{t),y(t)) измеримо, какими бы 
ни были x,y&CQh, t$[). 

Функцию и :}а, b[-*-R мы будем называть решением уравне­
ния (0.1) в интервале ]а, Ь[, если она принадлежит с/0с (]«, Ь[) 
и удовлетворяет (0.1) почти всюду на этом интервале. 

Глава 1 
ЗАДАЧИ НА КОНЕЧНОМ ПРОМЕЖУТКЕ 

§ 1. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Настоящий параграф посвящен линейному сингулярному 
дифференциальному уравнению 

ur'=pl(t)u+p2(t)uf+po(t) (1-1) 
при краевых условиях следующих двух типов 

u(a+)-ci, u(b—)—ca (1.2i) 
и 

, u(a+)-Ci, u'(b—)=c2, (1.22) 
где Cj-GR ( /=Г2) . Прежде чем сформулировать ограничения, 
налагаемые на функции р., р2 и p0, введем оператор 
о : Lioc(]a,b[)-+-C(]a,b[), определенный равенством 
ПО 



cr(p)(z.) — exp J p(T)dt 
a+b 
. 2 

Если 0(p)6L([a, b]), то на ]a, b[ положим 
t ь 

ffi (j7) (') = 7ЩТ) S a (j5) (*) ̂  $ a •» W dx 

a t 
И 

ff- (j7) О * .777)7/) S a (P) (t) rft' 
a 

При рассмотрении задачи (1.1), (1.2i) мы будем предпола­
гать, что 

Pi, p2<—iac(]a,6[), a(p2)GL(i[a,b]), р,<л(p2)<-L([a, 6]) (/=0,1), 
(1.3.) 

а при рассмотрении задачи (1.1), (L22), что 
Pi, p2^LioaQa,b]), a(pa)GL([a,b]), pto2(p2)6L([a, b]) (/=-0,1).. 

(Ш 
Соотношения (1.3i) выполнены, если, например, 

\pj(t)\<- ~ ___ {/-о, 1), |р2(г?)|<А, + т--^—hr-Ч 
При a<t<&, 

а соотношения (1.32). — если 

1 Л ( 0 1 < ~ - - (-/'== О-1)' 1М01<Ь + --_-- при --<*<&, 
где К>0 и 0<<5<1. 

1.1. Однородное уравнение. В этом пункте изучается пове-
дение решений сингулярного однородного уравнения 

u"=Pl(t)u+p2(t)u' (1.4) 
вблизи точек, где его коэффициенты имеют сингулярности. 
В дальнейшем особое внимание мы уделим некоторым классам 
таких уравнений, не имеющих нетривиальных решений при 
краевых условиях 

и(а+)=0, и(Ь—)=0 (1.50 
или 

и(а+)-0, и'(Ь-) - 0 , (1.52) 
ибо эти классы играют важную роль и при исследовании нели­
нейных краевых задач. 
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Рассматривая уравнение (1.4), мы будем предполагать, что 
либо 
pi, pzZhac(]a, b[), ff(p2)(-L([a,b]), pvox (p2)GL([a, b]), (L6i) 
либо 
Pi, P26L100 (]a,b]), a(p2)6L([a,b]), ркт2(р2) 6l..([a, &]). (1.62) 

Лемма 1.1. Пусть выполнены условия (1.6i). Тогда 
1. Уравнение (1.4) имеет решение и, удовлетворяющее на­

чальным условиям 

причем 

и(г,)-=ОП ff(p2)(t)dt при t{to}a. (1.8) 

2. Любое решение и этого уравнения, линейно независимое 
с и., имеет конечный ненулевой предел и(а-\~). 

3. Какова бы ни была ограниченная непрерывно дифферен­
цируемая функция v:]a,b[^R, 

цтцив(<;";7/>|-о. (1.9) 

Доказательство . Пусть t',.6 \а, •—— ( k = l , 2, - •.) 
и tk-*-a при k-v-j-oo. Для каждого натурального к определим 
на промежутке [t'k) b[ функцию uk как решение уравнения (1.4) 
при начальных условиях 

в (**)•---0, u'(tk)=a(p2)(tk). 
Тогда 

»; (о--=•-• и (о 
ъ 

+ $PiW йк (~0 
О (/>-.) (Т) dx при tk<t<b. (1.10) 

Из этого равенства легко получаем 

«»* (0 < 1 + J I Pi СО IЩ (1) Ъ (Р2) (*) dx при tft < t < b, 

где 

-»* ( {cdo t } - )HM-) l ja(p2)(t)dt 

Таким образом, в силу леммы Гронуолла — Беллмана (см., 
например, [18], стр. 49]), 
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t 

\ttk{t)\<AT\a(p2)(x)d% при tk<t<T<b (k=-l,2, . . . ) , (1.11) 
a 

если только 
Г." 

Ar = exp ^\Px{t)\o2{p2){t)dt 

Поэтому, согласно (1.10), 
и'ь (t) I Г 

Jj±~--l\<Ar}\Mx)\a2ipi)(x)Ot 
при tu<t<T<b (/% = 1,2, . . . ) . . (1.12) 

Продолжим функцию aft на [a, tk[, положив на этом промежутке 
u'k{t) = u'k{tk). Тогда с учетом полученных неравенств нетрудно 
заключить, что последовательности (иА)й и («j)£~ равномерно 
ограничены и равностепенно непрерывны на каждом сегменте 
из интервала ]а, Ь[, так что, не нарушая общности, их можно 
считать равномерно сходящимися на этих сегментах. Очевидно, 
функция 

и (г.) = lim uk (t) при а < t < b 

является решением уравнения (1.4) и, ввиду неравенств (1.11) 
(1.12), удовлетворяет (1.7)и (1.8). 

ЕСЛИ и —произвольное решение уравнения (1.4), линейно 
независимое с и, то 

в* 
йу)=<ъиу) + аьаЦ)[?Щ&4х при a<t<a*, 

t 

где а,.= const(/•=• 1, 2), а^^О, a a*6]a, b[ таково, что 
tt(t)>0 при a<t<a*. 

Следовательно, 
й ( а + . ) = = а 2 И ш ^ - ^ - - = а2. 

Наконец, предположим, что для некоторой непрерывно диф­
ференцируемой функции о : ]а, 6[{to}R равенство (1.9) не имеет 
места. Тогда найдутся числа б и а0ё]а, Ь[ такие, что 

я(*)>0, \V(t)\>&^fi- при a<t<a0, 
а значит 

\v{t)\>\ | -" ' ( t ) |dt—|t)(ao) |>6ln^Jgj—Иа0) | при a<t<a0, 
t 
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что невозможно, если только функция v ограничена. Лемма до­
казана. 

С помощью элементарной замены в уравнении (1.4) незави­
симой переменной из леммы 1.1 можно получить следующее 
утверждение. 

Лемма 1.1'. Пусть выполнены условия (1.6i). Тогда 
1. Уравнение (1.4) имеет решение и, удовлетворяющее на­

чальным условиям 
и < * - ) = = а i S ^ i r f e - " 1 ' <1ЛЗ-> 

причем 

u(t)=0 ja(p2)(t)dt при t-+b. 

2. Любое решение и этого уравнения, линейно независимое 
с и, имеет конечный ненулевой предел и(Ь-). 

3. Какова бы ни была ограниченная непрерывно дифферен­
цируемая функция v : ]а, Ь [~*К, 

llmlnf'W'Vff'-O. 
Заметим, что если выполнены условия (1.62), то коэффи­

циенты уравнения (1.4) ие имеют неинтегрируемых особенно­
стей в точке Ь. Следовательно, в этой точке можно произвольно 
задавать значения решения и его первой производной. В част­
ности, ниже нам понадобится решение этого уравнения при 
начальных условиях 

й ( & - ) - 1 , и'(Ь-)=0. (1.132) 
Отметим также, что, как показано в работе [83], если второе 
из условий (1.22) заменить на 

hm —г—т-г— —со, м ffWW 
то задачу (1.1), (1.22) можно рассматривать и в случае, когда 
функции pi, р2 и po не интегрируемы в точке Ъ. 

1.2. Функция Грина. Как и в регулярном случае, суще­
ствует тесная связь между однозначной разрешимостью краг 
евой задачи (1.1), (1.2.) и отсутствием нетривиальных решений 
у однородной задачи (1.4), (1.5.) (£-=1,2). К изучению этой 
связи мы сейчас и переходим. 

Определение Ы. Пусть iG{l,2}. Функция Ч§ : ]а, ib[X 
Х]а, <b[{to}R называется функцией Грина задачи (1.4), (1.5.), 
если для любого тб]а, Ь[. 

1. Функция u(t) =W{t,т) непрерывна на ]а,Ь[ я удовлетво­
ряет краевым условиям (1.5.). 
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]т,Ь[ являются реше-: 2. Сужения и на интервалы ]й,т[ и 
ниями уравнения (1.4). 

3. ц ' ( т + ) - « ' ( т — ) - 1 . 
Л е м м а 1.2. Пусть i6{l,2}, выполняются условия (1.6,), а 

задача (1.4), (1.5.) не имеет нетривиальных решений. Тогда 
существует единственная функция Грина $ этой задачи и 

«2 V) «1 (*) 

W{t,x)=r «2 (я + ) а (р2) (т) 
«1 (О «2 (Т) 

при a < t < i < 6 , 

при a < t <- .<£, 
0.14> 

м2(я+)о(р2)(т) 
где «1 и «2 — решения начальных задач (1.4), (1.7) и (1.4),. 
(1.13.) соответственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как мы убедились выше, в условиях 
леммы решения щ и иг начальных задач (1.4), (1.7) и (1.4), 
(1.13.) существуют. Поскольку краевая задача (1.4), (1.5.) не-
имеет нетривиальных решений, и.2(а-\-)Ф0. 

Ясно, что функция д, заданная равенством (1.14), удовлет­
воряет условиям 1 и 2 определения функции Грина. Покажем,, 
что она удовлетворяет и условию 3 этого определения, т. е. 
что да(£)==«2(а+), где 

а[ it) "•% (.()—4(0 »1 (0 w(t)-- при a<t<b. 
О(Р»)(0 

Действительно, по лемме 1.1, ку(а+) =и2(а-}-), а по формуле-
Лиувилля, w ( t ) ~ const. Таким образом, i? — функция Грина за­
дачи (1.4), (1.5.). Единственность вытекает из однозначной 
разрешимости этой задачи. Лемма доказана. 

Основное утверждение, относящееся к задачам (1.1), (1-2-) 
и (1.1), (1.22), которое мы докажем, заключается в следующем. 

Т е о р е м а 1.1. Если £<3{1,2} и выполнены условия (1.З.),.-
то задача (1.1), (1.2.) однозначно разрешима тогда и только 
тогда, когда однородная задача (1.4), (1.5-) не имеет нетри­
виальных решений. Если последнее выполнено, то решение и 
задачи (1'. 1), (1 ...2-) может быть представлено формулой Грина 

u(t)=iio(t)^- § % (t, t) p0{x) d% при a<t<b, (1.15) 

где «о —решение задачи (1.4), (1.2.), а .?—-функция Грина 
задачи (1,4), (1.5.). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если задача (1.4), (1.5.) имеет 
нетривиальное решение, то задача (1.1), (1.2,) либо не имеет 
решений, либо имеет бесконечно много решений. 

Предположим, что (1.4), (1.5.) имеет только тривиальное' 
решение. Тогда, очевидно, (1.1), (1.2.) имеет не более одного 
решения. Кроме того, в силу леммы 1.2, существует функция 
Грина & задачи (1.4)., (1.5.), а поскольку решения щ и и2 
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г-t 

начальных задач (1.4), (1.7) и (1.4), (1.13.) линейно независи­
мы, то и решение «0 краевой задачи (1.4), (1.2-). 

В силу лемм 1.1 и 1.1', можно указать такую положитель-
.ную постоянную A, что 

t г * 
' \tti(i)\<A jcr(p2)(t)dt, | t f2(t) |<A lo(p2){x)dx 

a Y.t -
при a < t < 6 . 

Поэтому, согласно (1:3,.) и (1.14), интеграл, стоящий в правой 
части (1.15), существует. Непосредственная подстановка под­
тверждает, что функция и, определенная равенством (1.15), яв­
ляется решением задачи (1.1), (1.2.). Теорема доказана. 

1.3, Леммы сравнения. Наряду с (1.4), рассмотрим уравне­
ние 

0'-<71(.г>+<72 (*)»', (1-16) 
•где либо 
•Чи <7seLioe(]a,&[), a(?2)<-L([a,b]), ^ Ы -('[a, &])> (1.170 
либо 
<7ь ?2—юоQa, b]), <r((72)6L([a,6]), qiOa(qa)GL([a,b]). (1.172) 
В этом пункте мы приведем две леммы сравнения, т. е, утверж­
дения, позволяющие сделать некоторые заключения относитель­
но свойств уравнения (1.16) на основании свойств уравнения 
(1-4). 

Л е м м а L3. Пусть f6{l,2}, выполняются условия (1.6,-), 
(1.17J), а и — решение уравнения (1.4), причем . 

ы(0">0 при a<t<b] u<i-1»('6-)>0, (1.18) 
•7i(O>Pi(O. ' [-72(0-Pa(0]" /(O>0 при a<t<b. (1.19) 

"Тогда решение v уравнения (1.16) при начальных условиях 

-< -+>- - • ^^шт-1 (1-2С) 

удовлетворяет неравенствам 
v(t)>0 при a<t<b, vV-V(b~)>Q. (1.21) 

Если же, кроме того, 
u'(t)>0 при a<t<b, (1.22) 

то и 
г / ( 0 > 0 при a<t<b. (1.23) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По.лемме 1.1, решение v задачи 
(1.16), (1.20) существует. 

ПОЛОЖИМ ' ' . 

w(i)=T(hw{ttit)*)'{i)~'vit)u'(i)] при а<*<ь-
ив 



Тогда 
^' {t)-^^{\q^)-Px{i)\Ht)^{t)+\q^t)-P2{t)W {t)-v(t)} 
и, в силу (1.18) и (1.19), функция w не убывает в правой окре­
стности точки а. Значит, существует конечный или бесконечный. 
предел w(a-\-). С другой стороны, согласно лемме 1.1, 

l i m i n e ' " 4 0 ' - р . 
t™ -'•(•7.) (О 

Отсюда 
я » ( д + ) = а ( а + ) > ' 0 . (1.24> 

Допустим, что t*&]a,b[ и v(t*)—0. Тогда, не нарушая общ­
ности, можно считать, что 

v(t)>0 npH.fl<i<t*. 
В таком случае щ/(t)>0 при a<.t<,t* и да(^*)<0, а это про-
тиворечит (1.24). 

Итак, 
v(t)>0 при а < г . < 6 . (1.25). 

Следовательно, 
w'{t)>0 при a<t<b (1.26) 

и существует, быть может бесконечный, предел w(b—). 
Если v(b~) =0, то, согласно (1.25) и лемме 1.1', 

11ш v/®<0, • H - n i n f - p W ' w g ) l - 0 . 

Но так как, в силу (1.18), и(Ь—) > 0 , из этих соотношений на­
ходим w(b —-)<0, что ввиду (1.26) противоречит (1.24). Значит,. 
v(b—)>0. Используя это неравенство, в случае, когда i = 2, 
легко получаем v'(b—) > 0 . 4 

Наконец, если выполнено (1.22), то, поскольку w(t)^0 при 
a<.t<.b, из (1.18) и (1.25) имеем (1.23), Лемма доказана. 

Заметим, что когда коэффициенты уравнений (1.4) и (1.16) 
непрерывны на сегменте [a,b], p2(-0 —-72(t) и - = - . лемма 1.3 
есть по сути не что иное как известная теорема сравнения 
Штурма ([56], стр. 394). 

Л е м м а 1.3'. Пусть гб{1,2} и выполняются соотношения 
(1.6г)> (1.17№) и (1.18), где и — решение уравнения (1.4). Пусть,, 
далее, v—решение задачи (1.16), (1.20) и 

1i(t)>Pi(t), [(}2{t)~p2(t)]v'(t)X) при a<t<b. 
Тогда имеют место неравенства (1.21). При этом, если нару­
шается условие (1.23), то не может соблюдаться и условие 
(1.22). 

Для того чтобы убедиться в справедливости сформулирован­
ного утверждения, достаточно повторить доказательство леммы 
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1,3, заменив лишь в равенстве, определяющем функцию w, 
множитель l/a(q2)(t) множителем 1/а(р2)(^). 

1.4. Множества Vi(]a,.->[) и V2(]<-,->[) и их структура. Мы 
будем рассматривать классы уравнений (1.4), коэффициенты 
,Pi и р2 которых удовлетворяют неравенствам 

Р я ( 0 < Л М < ^ - ( 0 при o < t < & (/ = 1,2), (1.27) 
налагая на вектор-функцию (рп, р12, p2i, P22) некоторые огра­
ничения, гарантирующие отсутствие нетривиального решения 
задачи (1.4), (1.51) или (1.4), (1.5г). Такой подход восходит к 
работе Балле Пуссена [103]. В ней установлены необходимые 
и достаточные условия, которым должны удовлетворять неот­
рицательные постоянные 1\ и 12, чтобы задача (1.4), (1.51) была 
•однозначно разрешима, если только функции р- и р2 непрерыв­
ны на сегменте [а, Ь] и 

\P)(t)\<h ПРИ a<t<b (/ = 1,2). 
B следующем пункте мы получим результат Балле Пуссена 
как следствие более общего утверждения. 

Ниже под 0*(р2ьр22) и Oi*(p-i,p22) соответственно подразу­
меваются о(р) и ai(p), где функция р определена равенством 

p21(t) при a < t < ^ - , 

РгъУ) при -*+L<t<b. 

Кроме того, нам удобно положить ol(p2U feHO — о"2 (p2i) 00- От­
метим, что если 

Pjm&ibtQa, b[), a*(p2bp22)eL([a,b]), (1.281) 
Pimd't (An, p22)6L ([a, b\) (/, m = 1, 2) 

и • • ' 

РпУХРяУ) при a<t<b ( /=1,2), (1.29) 
то для любых измеримых функций р., р 2 : ]а, Ь[— -̂R, удовлетво­
ряющих неравенствам (1.27), справедливы соотношения (1.6i), 
а если вместо (1.281) имеем 

РтЩос(]а,b]),a(p2\)£L([a, b]), 
plna2(p2l)5L([a,b]) (j,m = 1,2), (1.282) 

— то соотношения (1.62) 
О п р е д е л е н и е 1.2. Пусть iG{l,2}. Скажем, что вектор-

функция (рп, pi2, p2i, Р22) :]a,6[->-R- принадлежит множеству 
Vi(]a,b[), если выполнены условия (1.28,), (1.29) и, кроме 
того, каковы бы ни были измеримые функции pi, p2:]a,b[{to}R, 
удовлетворяющие неравенствам (1.27), задача (1.4), (1.5ц-) име­
ет только тривиальное решение. 
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Оказывается, что множества Vi(]a,b[) и У2(]а,Ь[) распа­
даются на некоторые подмножества, которые, в свою очередь, 
•определяют классы уравнений (1.4) с определенными осцилля-
ционными свойствами. 

О п р е д е л е н и е 1.3. Пусть t'e{l, 2}. Скажем, что вектор-
функция (рь р21> Р22) : ]а, 6[->R3 принадлежит множеству. 
V.o(]a .->'[), если 

Рь ргь рпЩы(]«, bi[), or*(p2i,Р22) <-L0[а, b]), 
Р№НС(Р2ЬР22)6Ь(К-Ь]) (1.301) 

при i = 1, 
Рь Pal, Р22—ЮС(]a,b]), o(p2i)eL( [о, b]), 

Plo2(p2l)£L([a,b]) (1.302) 
при i—2, соблюдается неравенство 

p2i(0{le}P22(0 при a<t<b (1.31) 
и, какова бы ни была измеримая функция р%: ]а, 6[{to}-R, удов­
летворяющая неравенству 

p2i(0{le}P2(0<M*) при a<t<h, (1.32) 
решение и начальной задачи (1A), (1.7) не обращается в нуль 
в интервале ]а, Ь[, причем uV~l)(b—)>0. 

Очевидно, 
V2Q(]a,b[)cV[Q(]a,b[). 

О п р е д е л е н и е \А. Пусть £<3{1,2}, а k — натуральное чис­
ло. Скажем, что вектор-функция (Pu, pl2, ргь Р22) : ] о, b [{to}R4 

принадлежит множеству V.ft(]a, Ь[), если выполнены условия 
(1.28|г,) и (1.29) и, кроме того, каковы бы ни были измеримые 

функции pi, р 2 : ]a. b[{to}R, удовлетворяющие неравенствам 
(1.27), решение и начальной задачи (1.4), (1.7) имеет в интер­
вале ]а,Ь[ ровно k нулей при i = 1 и ровно /е—1 или k нулей 
при i=2, причем (—\)кФ~1){Ь~) > 0 . 

Ясно, что • 
•V„ f t(]M[)cVK(]a,b.[) ( i - = l , 2 ; f t = l , 2 , . . . ) . 

Более того, если i6{ 1,2} и 
(Рь Р2ь P22)6V,i0(]a,b{), 

то, в силу леммы 1.3, 
(Рь Р, рай p22)6Vii(]a,b[) 

для любой измеримой функции p:]a,b[{to}R такой, что 
рои*(Pal, P22)6l([a, b]) и p(t)>p1(t) при a<t<b. (Кстати, 
именно этим и объясняется то обстоятельство, что V,i0(]a, b[), 
в отличие от Vik(]a,b[) (k—1, 2 , . . . ) , определено нами как 
множество трехмерных, а не четырехмерных вектор-функций.) 

Следующее утверждение показывает, что каждое множество 
ViQa,b[) ( i= l ,2 ) полностью состоит из вектор-функций, ко­
торые либо могут быть получены из элементов ViioQa, <Ь[) Д°-
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бавлением компоненты, удовлетворяющей указанным выше 
условиям, либо принадлежат некоторому множеству VwQa, ->]), 
ke{i,2,.. .}. 

Теорема Г2. Пусть гб{1,2} и • 
' (pn, Pi2,p2i,p22)(iVll(]atb[). (1.33) 

Тогда либо 
(Рп, Раи Рая)*Ут(]а,Ь[), 

либо найдется такое натуральное число k, что 
(ри, Рм, Раи Р22)<-У№(]а, Ц[). 

Для доказательства этой теоремы, а также для нужд даль­
нейшего изложения нам понадобятся леммы об априорных 
оценках. 

Лемма 1.4. Пусть г'б{1,2} и 
(Рп,Р1а,РаиРзя)*У*(]а,Ь[). (1.34) 

Тогда найдутся такие положительные постоянные с и б, что 
каковы бы ни были измеримые функции р ь p-.:]a,u[{to}R, удов­
летворяющие неравенствам (1.27), имеют место оценки 

и, кроме того, 

А 

|a(t)|<c Ja(p2)(-t)dT, 
а 

t 

а % fit) < 1 + с 1 I " p l № •°2 № № dx при а<-<6 

(1.35) 

| «<•-»(.-»—)|>б, 
где и — решение задачи (1.4), (1.7). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если функции pi и Рг удовлетворяют 
условиям леммы, а и — решение задачи (1.4), (1.7), то, как 
нетрудно проверить с учетом леммы 1.1,' справедливо представ­
ление 

't 

+S*^-^W* при a<t<b, (1.36) u'(t)^o(p2){t) 

откуда следует, Что 
t 

•w(t)< 1 + с* J | А (т) |да (*)a1 (p2)(-1) d* при a<t<.b, 
а 

где 

W(0—1«(01 
Г < 

J ст Сра) (т) йГт 
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-а+й 
2 

- 1 

С* = J О (p22) (t) dt + j cr(pal)(T)d-r 
2 

Полагая 

с=-ехр с* j (I Pn C-) I +1 "12 (t) I) crj (p2i. Past) (t) dx 

и применяя к последнему неравенству лемму Гронуолла— 
Беллмана, получаем первую, а затем с ПОМОЩЬЮ (1.36) и вто­
рую из оценок (1.35). 

Теперь допустим, что постоянную б, удовлетворяющую усло­
виям леммы, указать нельзя. Тогда для любого натурального 
п существуют такие измеримые функции «-?;.(•; п) : ]а, b[{to}R 
0 - 1 , 2 ) , что 

Pii(i)<4i(t;n)^p}i(t) п р н а < / < Ь (/=1,2) (1.37) 
•и 

1 (1.38) | «<---> (*_;п)|<---, 
где и(.; я)—-решение начальной задачи 

Если 

в'(О 

^( i ; я)= j ^(т; «)dt при a<t<b (/=-=1, 2), 
2 

то, согласно (1.37), последовательности (<?/(•; n))t™\ (/-=1,2} 
равномерно ограничены и равностепенно непрерывны на каждом 
сегменте из интервала ]а, Ь[. Следовательно, в силу леммы 
Арцела—Асколи, их, не нарушая общности, можно считать рав­
номерно сходящимися на любом таком сегменте. 

Пусть 
py(t)= limqj(t;n) при a<t<b (y — 1, 2). 

Л-»™.-..» 

Тогда, ввиду (1.37), 
1 t 

j р } 1 (r)dt<pj(t)—p; (s)< j pJ2(т)dt при a<s<t<b (/=1,2), 
-- .? 

т. е. функции pi и p2 абсолютно непрерывны на каждом сегмен­
те из ]a, b[, а функции Pj'.\a, &[-»• R (/ = 1,2), определенные 
равенствами 
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о(£(-|п»(0 ^а<*<Ь (»-- .2... .). 

PjW^Pjit) при a<t<b 
удовлетворяют (1.27). 

Положим 
г>(̂ ; n) 

Как следует из доказанного выше, 
t 

\u(t\ri)\<c\a*(p2i, pw)(it)dx, 
a 

t 

•v(t;n)\<\+c\(\pu{x)\-r-\Pn{t)\)ci2{p2l)(x)dx при a<t<b 
a 

(«=---1,2, . . . ) . 
Поэтому, воспользовавшись аналогом равенства (1.36), нетрудно 

убедиться, что последовательность (и, (•; ri))t~\ равномерно огра­
ничена и равностепенно непрерывна в интервале ]а, Ь[, а после­
довательность (о(•; я))+~.-— в интервале ]а, Ь — е[, где 8 —про­
извольное ЧИСЛО из ]0,6—а[, если i—1, и Е = 0 , если i=2. Та­
ким образом, не нарушая общности, их можно считать равно­
мерно сходящимися на этих множествах. 

По теореме Красносельского—Крейна [27] (ем. также лем­
му 2.З из [IS]), функция WQ : ]а, Ь[—э-R, где 

и-(t) = lim и(t; n) при а < £ < 6, 
tt-*-j-CO 

является решением задачи (1.4), (1.7). С другой стороны, соглас­
но (1.38) 

а(*-1) ( & _ ) . = О, 

что противоречит (1.27) и (1.34). Лемма доказана. 
Лемма 1.4'. Пусть t'G{l,2} и выполнено (1.33). Тогда най­

дутся такие положительные постоянные с и 6, что, каковы бы 
ни были измеримые функции ри рг: ]а, bi[{to}R, удовлетворяющие 
неравенствам (1.27), имеют место оценки 

- * 12-г 
|и(г.)|<с §a(p2)(x)dt 

и 

4f^<--'+-j-m[i-ww* 
и, кроме того, 

]«(а+)|.>6, 
где а — решение задачи (1.4), (Ы'З.). 
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Это утверждение доказывается точно так же как предыду­
щее. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.2. Мы проведем рассуж­
дение для случая £-=1. Случай £=2 рассматривается совершен­
но аналогично. 

Пусть для £—1 теорема неверна. Тогда найдутся такие 
измеримые функции р- (•; ?.,) : ]а, b[{to}R(j— 1,2; .А,—0,1), что 

Pn(t)^Pi(t\^Xpi2(t) при a<t<b, 
решение и(-;%) начальной задачи 

u"=p1{t;X)u+pi(t;'k)u', и(а+)--=0> (1.39) 

имеет ровно ft-, нулей в интервале ]а, Ь[ и ko^ki-
Для любого ЩО, 1[ определим функцию и(-;Х) как решение 

.задачи (1.39), где 
РЛ*ШЛУ=ЬРЛ*\ 1) + (1-—-..)?,(•*; 0) п р и а < / < Ь ( / - = 1 , 2 ) . 

Применив лемму 1.4, нетрудно показать, что 

«(-;*>-«<-! а*). а£?;$т*а££$т при---а» 
причем первое соотношение выполняется равномерно по 
М]а,Ь[, а второе — по Ща, Ь—в], где е6]0, Ь—а{ произвольно. 
Поскольку, согласно (1.33), u(b—; А,) =5-=0 при 0{le}?i{le}l, отсюда 
вытекает, что если X, Хо£[0, 1] и % достаточно близко к Хо, TO 
функции и{-;Х) и и(-;А.0) имеют равное число нулей в интер­
вале ]а, Ь[. 

Пусть X*— верхняя грань множества тех Л.6[0,1], для ко­
торых и(-;Х) имеет ровно А- нулей в ]а, Ь[. Тогда в силу сде-

.ланного допущения Х*<1, а значит, при всех %*<.К<.1 число 
нулей «(•; X) в ]а, Ь{ должно отличаться от к0. Это, как мы 
показали выше, невозможно. Теорема доказана. . 

Теперь несколько подробнее рассмотрим множества 
V[Q(]a,b[) и VsoGa.&O. 

T e o p e M a 1.3. Пусть £б{1,2}. Если 
(Рь Раи p22)Wi0(]a,b[), (1A0) 

то для любых измеримых функций q\, q^-- ]Й, &[{to}R таких, что 
.7.0i(?8).6L((a,&]), <7i(0^Pi(0 . P2i(0<</s(0<Paa(0 

при a<t<b, (1.41) 
решение и начальной задачи 

U" = qx(t)u+q2{t)u', (1.42) 

и(й + )-=0, lim " ' ( 'L = 1 
v ^ ; < - а с(•?«).(•-) 

:.не имеет нулей в интервале ]a, t»[, причем и(--~1)(Ь—)>0. Бо-
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лее того, если выполнены соотношения (1.304) и (1.31) и для 
любых измеримых q, q2: ]a, fr[{to}R, удовлетворяющих (1.41), за­
дача (1.42), (1.5i) не имеет нетривиального решения, то спра­
ведливо . (1.40). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первая часть теоремы прямо сле­
дует из леммы. 1.3, что впрочем мы уже отмечали выше. Дока­
жем вторую часть. 

Допустим, что выполнены (1.30.) и (1.31) и задача (1.42), 
(1.5-) не имеет нетривиального решения,, если только коэффи­
циенты уравнения (1.42) измеримы и удовлетворяют (1.41). 
Тогда, в частности, 

(pi, pi+|p+p2i,P22)<-V.(]a, b[). 
Но поскольку решение задачи 

'^ — [М-ЖМЭДй + Ря(О-*'. -Ф+) = 0- Jim ^ " ^ - 1 
не имеет нулей в интервале ]а,Ь[, отсюда, согласно теореме 1.2, 
получаем (1.40). Теорема доказана. 

Чтобы выявить некоторые другие свойства множеств 
VioQa,b[) и VioQa, b[), введем следующие определения. 

О п р е д е л е н и е 1.5. Пусть сЩа,Ь]. Скал-сем, что вектор-
функция (р., рг) :]a, b[{to}R2 принадлежит множеству 
Vio'(]a,bl, с), если выполняются условия (1.6i) и решение и 
задачи (1.4), (1.7) удовлетворяет неравенствам 

и'(0(с—*)>0 при a<t<b, u(b-)>0. (1.43) 
О п р е д е л е н и е 1.6. Скажем, что вектор-функция 

(Р1, р2) : ]а, fo[{to}R2 принадлежит множеству V2o/(]a,ft[), если 
выполняются условия (1.62) и решение и задачи (1.4), . (1-7> 
удовлетворяет неравенствам 

u'(t)>0 при a<t<b, u'(b—)>0. 
Ясно, что 

V20
,(]a,b![)czVlo'(]a,b[,b). 

T е о р е м а 1.4ь Если сЦа, Ь], 
(Рь Р2)вУю'.(]а,Ь[,с),. (1-44) 

а функции p2i, p22̂ Lioo (]a> b{) таковы, что 
Pi\{t)=Vi{t), P22(0>P2(0 при a<t<c, 

(1.45) 
P2i(0{le}P2(t), Р22(t)"=p2(t) при c^t<b (если c<b) 

и 
0(p22)eL([a,b]), рт^р^бЬЦ^Ь]), (1.46) 

ТО 
(рь р»и p22)6Vio(]a, Ь[). (1.47> 

Более того, если выполнено (1.47), причем 
pi(t){le}0 при a<t<b, (1.48> 
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то найдется cG]a, b] такое, что имеет место (1.44), где 
» /л $Pn(t) при a<t<c, п м , 
•M~)==\p22(*) при c<t<b (если с <Ь). \1ЛУ> 

Заметим, что если с < Ь , то (1.46) вытекает из (1.44) и 
(1.45). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.4г. Первая часть теоре­
мы прямо следует из леммы 1.3. 

Допустим, что выполняются (1.47) и (1.48). Если производ­
ная решения «-„начальной задачи 

и'(Л 
u!'=px(t)u+pn(t)W, й ( я+ )=0 , Mm • „ ы ( 0 —1 

положительна в интервале ]а,Ь[, то (pi, p2)e^io'(]a> b[, b). 
Если же она имеет хотя бы один нуль в этом интервале, то 
найдется точка c3]a, b[ такая, что 

«о'(г.)>0 при a<t<c и ио'(с)~-0. 
Положим (1.49) и обозначим через и решение задачи 

(1.4), (1.7). Тогда в силу (1.47) 
и(*)>0 при a<t<b, a(b—)>0. 

•С другой стороны, u(t) = u0(t) при a<.t<.c, а значит, 
i . . ' (c)-0. Поэтому из (1.36) и,(1.48) получаем (1.43). Теорема 
доказана. 

Аналогично доказывается 
Т е о р е м а 1.42. Если 

(ри p2)6V20'(]a.bD. (1-50) 
а функция p6Ll00(]a, b[) такова, что 
то p(t)^p2(t) при a<.t<b, 

(Pi, fit, p)Wni]a,b[). (1.51) 
Более того, если соблюдаются (1.48) и (1.51), то имеет место 
и (1.50). 

В заключение этого пункта отметим, что при выполнении 
(1.47) уравнения (1.42), коэффициенты которых удовлетворяют 
(1.41), являются неосцилляционными на сегменте [а,Ь], т. е. 
не имеют нетривиальных решений при краевых условиях 

«(t,+)=0, w(t2-)=0, 
каковы бы ни были ti, i26[a, b], t\<h. О регулярных неосцил-
ляционных уравнениях существует обширная литература (см., 
например, ,[73, 94]). 

Если же выполнено (1.50), то уравнения (1.42) такие, что 
c7/6LIoc(]a, b]), q;(t)^Pi(t) при a < t < 6 (/=1,2), 

ни при каких t\, t2£[a, b[, ti<t2, не имеют нетривиальных реше­
ний, удовлетворяющих краевым условиям 
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u(fi+)-—0. u'(t2-)=0. 
Эти факты следуют из леммы 1.3. 

1.5. Некоторые вектор-функции, принадлежащие множествам 
V. (] a, &i[). В этом пункте мы приведем ряд эффективных при­
знаков, гарантирующих выполнение включения (1.33). 

Лемма 1.51. Пусть выполнены соотношения (1.301) и 
(1.31) и пусть существует точка dQa, Ь[ такая, что 

a t 
J/>,-(<) J exp Jp2i(5)d5 
a a \_t 

Ь b Vt 

J p - ^ J e X p Jp22(S)d{cdot}S 

dtd* < 1, 

dxdt < 1 , 

(1.52) 

где pj-—отрицательная часть функции рг (т. е. 

РГ(*Ь 
\РЛУ\-РЛ*) 

Тогда справедливо включение (1.47). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное, а именно, что 

существуют bQ£]a,b], измеримая функция р2:]а, 6[{to}R, удов­
летворяющая неравенству (1.32), и решение и уравнения (1.4) 
такое, что 

u(a+)=0, u(b0—)=Q, w4(t)>'0 при a<t<b0. Тогда 
Ur{t) > 0 при a<t<tQ, и'(t0) -=0, 

где to — некоторая точка интервала ]а, Ь0[. 
Предположим, что to&]a, d]. В силу леммы 1.1, 

\ Pi (t) d t p,=sup \u' (t)exp 
Очевидно, 

:a<t<t0 < + oo. 

dt при a<t<to, u(t)=\ju'(t)dt<{mu}jexp § p2(s)ds 
a a L-1» 

причем на множестве положительной меры выполняется строгое 
неравенство. Таким образом, согласно (1.32), равенству 

to • t -'о 

и' (г.) ехр J p2 (~) dx — j рх (t) и (т) exp J p2 (5) ds dx 
Li \ to L t 

при s < ? < i 0 
и первому из неравенств (1.52), получаем 

и . .. • р г 
'V-<И-1РГ(01 ехР $Pn(s)ds dtdZ.<|J,. 
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Следовательно, tQi']a,d]. Совершенно аналогично можно пока­
зать, что t<0]d,bo[. Полученное противоречие доказывает лемму. 

Проведенное рассуждение свидетельствует о справедливости 
и следующего предложения. 

Лемма U5-2. Пусть соблюдаются соотношения (1.62) и 
* t rt 
Jp,-(t)Jexp jjp2(s)ds dtdi.<1, 
a a \_t 

где p- — отрицательная часть функции pi. Тогда справедливо 
включение (1.50). 

Для любых /х, i26R положим 
•+0О 

1{1ък)= 3 il + U + s*' е с л и А + -̂У +-S2>0 при всех 5 > 0 
о 

и I(l\, 12)=-\-оо— в противном случае. 
Лемма 1.6-. Пусть lit /--R, a функция g : ]a, b[{to}]0, +{infty}[ 

абсолютно непрерывна на каждом сегменте из интервала 
]о, Ь[ и суммируема на сегменте [а, Ь]. Тогда условие 

ь 
I(tvh)>$g(t)dt (1.63) 

необходимо и достаточно для того, чтобы 
(- i ig2 , -t2g + e-^eV'to(}a,b[, b). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

pi (0=--Ag 2 (0 . М*)~ 
Тогда 

(1.S4) 

hg(i) + f^f) при a<t<b. 

- W ( ' ) - - - S r « P 
g' •4 g(t )dt 

a+b 
2 

при a<.t <.b. 

Отсюда следует условие (l.Qi). 
Для любых ПОСТОЯННЫХ ij, /26R равенство 

z(t) a 

определяет непрерывную функцию z:]a, b0[{to}R> где 

60-sup №]a, b[:\ g(%)dx<I (h, l2) + I (h, -lA 

При этом 
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z'{t)=-g{t)[h^hz{t)-\-z^(t)\ при a<t<h 
и в достаточно малой правой окрестности точки а 

z(t)> 2|g(T)dT; 

Поэтому функция и:\а, &0[->-R такая, что 

и, (t) — exp j g(t)z( t)dt 
a+b 

2 

является решением уравнения (Г4), причем и(а+)=0. 
ЕСЛИ соблюдается (1.53), то bd=b и z(t)>0 при a<.t<b. 

Следовательно, « /(.')>0 при a<t<.b, т. е. справедливо (1.54). 
Если же (1.53) нарушается, то найдется точка сб]а, &о[, для 

которой .г(/)<0 при c<Ct<.b0, a значит, u(t)<0 при 
c<t<.b, так что (1.54) не может иметь места. Лемма дока­
зана. 

ТОЧНО так же доказывается 
Лемма 1.62. Пусть lh l2£R, а функция g: ]а, b[{to}]0, +oo[ 

абсолютно непрерывна на каждом сегменте из промежутка 
]а, Ь] и суммируема на сегменте [а, Ь]. Тогда условие 

Hh,h)>lg(t)di (1.55) 

необходимо и достаточно для того, чтобы 
g' eV20(]a, Ь[). hg2, —kg Л- g 

Как показал Опяль [91], в случае неотрицательных 1г и /2 
(1.55) следует из неравенства 

/1/г2+2/2/г<я27 

где 
ь 

h = 2$g(i)dt. 
а 

Полагая 
g(t) = (t—a)->- при a<f<b, 

из лемм 1.6] и Гбг получаем 
Следствие. Пусть А,6[0, 1 [ и /х? feGR. Тогда условие 

(Ь-а)1^. (1.56) 1{1Ь12)>- 1-Х 
необходимо и достаточно для того, чтобы вектор-функция 
(ръ р2):]а, 6[{to}R2, где 
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Pi(t)=--li(t-a)-*\ л ( * ) = _ / 2 (*._<-)-*__£_ n p H a < t < 6 , 

принадлежала множеству'Vio(]a, b[, b), а если неравенство 
(1.56)—.строгое,—то множеству V20 Qfl, .->[)• 

Лемма 1.7. Если се]«, 6[, i7, m.y6R (/==1, 2), а функция 
g—-такая же, как в лемме 1.61, то включение 

(Рир2)еУю(]а,Ь[,с), (1.57) 
где 

Pl(t)= -Ug\t), p 2 ( t ) = - / 2 g ( t ) + - ^ - n p H a < ^ < C , 

Pi(t)=-mg2(t), Р2{*) = тя$) + ^Щ- nwc<t<b, 
выполняется тогда и только тогда, когда /га->0, 

с 

I(li,h)=$g(t)dt, (1.58) 

ь 
I{ml,m2)>\g(t)dt. (1.59) 

с 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Необходимость . Пусть и — реше­

ние задачи (1.4), (1.7). Тогда, согласно (1.43), (Pi, p2)6 
&Vw (]a, с[, с) \Vuo(]a, с]). Отсюда, учитывая леммы 1.61 и 
1.62, получаем равенство (1.58). Кроме того, из (1.36) и (1.43) 
вытекает неотрицательность т,\. ' 

ЕСЛИ (1.59) не имеет места, то, обозначив через Ь0 точку 
промежутка ]с, Ъ\, для которой 

/(/»!, m2) = J g(t)dt, 
с 

произведя в (1.4) замену переменной t=bo+с—V и вновь при­
менив леммы 1.6i и 1.62, убеждаемся, что и(Ь0—)=0. Это, од­
нако, противоречит (1.57). Следовательно, выполнено нера­
венство (1.59). Необходимость доказана.. 

Достаточность доказывается аналогичным путем. 
Следствие. Если с£]а, b[, Xj6[0, 1{, lh mfiR(j=l,2), то 

включение 
(pi, PaW'w (]a, b[,c), 

где 

pi (t)= -к (t~a)~^, p2(*) — • - - - — - • j ( ' - - : ) " 1 ' ПРИ a<t<c, 

Pl(t)=~mi(b-tj~^-, p2(t) = £:T + m2(b-t)-^ при c<f<b, 
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выполняется тогда и ТОЛЬКО тогда, когда яг->0, 

I (-\> к) = !„--—> / (OTi. m2) > !__^ '• 
Для доказательства достаточно положить 

... f(6 —c)-^s(^—а)--4-- при a<t<c, 
g(t)==\lc — a)-^(b—t)-*'° при c<t<b. 

В сочетании с теоремами 1.4i и 1.42, леммы 1.6ь Г6~ и Г7 
позволяют установить эффективные условия принадлежности 
вектор-функций множествам VioQa, Ь[) и V2o(]<-J, b[). Например, 
из теоремы 1.41 и лемм 1.6i и 1.7 вытекает следующее утверж­
дение: если U, fe-R» /г^О, а функция g-—такая же, как в лемме 
1.61, то включение 

(—/iff2, - ^ + - , / 2 g + f ) e 1 / 1 0 ( | f l , i | ) 

имеет место тогда и только тогда, если 
2/( i i . i2)>b—а. 

Заметим, что при §•(/)== 1 это утверждение представляет собой 
уже упоминавшуюся теорему Балле Пуссена [103]. 

Лемма Г8. Пусть i6{l,2}, k — натуральное число, функция 
g — такая же, как в лемме 1.6., а 1\\, /,2 и к — постоянные, при­
чем /i2{le}Zn и к^О. Тогда условие 

ь 
(2k + 1-i)/( / i2 , -h)<\g{t)dt<{2k + Z-~i)I{ln,h) (1.60J 

а 
необходимо и достаточно для того, чтобы 

[-lng\ -lng\ - - ag+-5 - , kg+^)(iVUi(}a, b[). (1.61,) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть i=\. Для каждого /6{1, 2} 

подберем целое неотрицательное число П] и точки tjn («=0, 1,..-
.. .,«у+1) так, чтобы выполнялись соотношения a = i;.0<ti1< . . . 
• • • <tjnj-\-\ = b, 

-Уп-и 

J g(i)dt=I(l4,(-\yn2) ( я -О, . . . , n y - l ) если щ>1, (1.62) 

и 
J g{t)di<i(tlt, (-1)/-%). (1.63) 

Обозначим через Vj-.]a, 6[->R (У —1, 2) решения начальных 
задач 
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' W - - - 1 . •v» = ql.{t)'V^qv{t)'0', г1(а + ) — 0, {}™^{q^j){t) 

где 
qijit^-htfit) При a<t<b, _ 

^ -^ ) = (_iy+«i-g(0 + - ^ - при tin<t<tla¥l 

(Й----0, 1 , . . . . n y ) . 
Тогда, воспользовавшись рассуждёйим, примененным при до­
казательстве леммы Г7, нетрудно установить, что точки 
f jn(n=1, • . . , nj) c четным п и только они являются нулями 
функции vs в интервале ]а, Ь[, причем . 

( - 1 ) « и / ( 0 > 0 при £ i n < - - < W ( n — 0 , . . . , « . ) . (1.65) 
Более того, vj(b—)=0 в том и только в том случае, когда п-. 
нечетно, а в (1.63) имеет место равенство. 

Таким образом, если выполнено (1.611), то, согласно оп­
ределению ГЗ, для каждого /<~(1,2} либо n j-= |2^+l и левая часть 
(1.63) строго меньше правой, либо м, = 2/г. Отсюда вытекает 
(1.60,). 

Допустим теперь, что справедливо (1.60i), а измеримые-
функции р1г р% : ]а, fr[{to}R удовлетворяют неравенствам 

-tng4i)<Pi(i)<-h2g4i),\p2(t)—^\<l2g(t)npua<t<b. 
Тогда из (1.-64) и (1.65) следует, что 

(~1ШЛ*)-РЛ1)]>0, (-l)1[q2i(t)-P2(t)]v/(t)^0 
(1.66)/ 

при a<Ct<b (/==1,2). 
В силу (1.62), (1.63) и первой части неравенства (1.60-), 

n%^2k. С другой стороны, согласно (1.66) и лемме 1.3', реше­
ние и задачи (1.4), (1.7) имеет, по крайней мере, один нуль в 
каждом из промежутков ]/2п, /2-1+2[, где п&]0, пч—2] — четное 
число. Значит, в интервале ]а, b[ u обращается в нуль не ме­
нее к раз, и, вновь применив (1.66) и лемму. 1.3', получаем 
соотношение П1_>2й. 

Таким образом, с учетом (1.62), (1.63) и второй части нера­
венства (1.60i) убеждаемся, что либо n i = 2 k + l и 

ь 
J g(t)dt<i{iuk), 

либо ni = 2k. В обоих случаях, как мы показали выше, 
vi(b—)¥=0. Поэтому, в силу (1.66) и леммы 1.3, и имеет не 
более k нулей в интервале ]а, Ь[ и и(Ь-) Ф0. 

Итак, выполняется (1.61i), т. е. для i=1 лемма доказана. 
Аналогично рассуждая, можно рассмотреть и случай, когда 

.1=2. 
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В лемме 1.8 допустимо, например, положить • 
g{t)=(t-a)~%i{b — t)~%\ если £---=1, и g-(*.)-= (z, — а)~%, еслиг=2, 
тдеЯь Л-Д6[0,1[. 

B случае, когда i = l и g(t)s=l, лемма 1.8 установлена 
Е. Л. Тонковым {55]. 

1.6. Теоремы существования и единственности. Вопрос об од­
нозначной разрешимости неоднородных задач (1.1), (1.21) и 
(1.1),, (1.22) сводится теоремой 1.1 к вопросу об отсутствии 

.нетривиальных решений у соответствующих однородных задач. 
Ниже для задач (1.1), (1.5i) и (1.1), (1.52) мы переформули­
руем эту теорему в терминах множеств V\(]a,b[) и V2(]{cdot}~-, •->[)> 
а также установим априорные оценки решений, которые будут 
использованы в следующем параграфе. 

Т е о р е м а 1.5i. Пусть 

'Тогда найдется такая постоянная с0, что, каковы бы ни были 
измеримые функции р} : ]а, b[{to}R(/=--0, 1, 2), удовлетворяющие 
неравенствам 

SiiVXpiVXgiiV) при a<t<b (/=1,2) (1.67) 
и соотношению p0cri*(g2b g22)<-L([a, b]), задача (1.1), (1.5i) 
.имеет единственное решение и, причем 

ь 

Cf, (gn, <?.•,) ( Г ) ! ' - 1 J [ai(fti, ffii) (t)Y 

при a<t<b (/ = 1, 2), 
где 

3*(t,x)={ 
—-— jj J*(s)ds ^\i{r)dr при ' f l< t< -*<* , 

t a 
t Ь 

—— ^ц (s) ds J ц (r) dr при a < i < t < 6 

и p,(t) — a*(g2i.g-22)(-)-
^•, Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 1.1, задача (1.1), (1.51) 
имеет единственное решение и и 

ь 
u(t) = §&(t,x)p0{x)dx при a<t<b, 

а 
тле 2? — функция Грина задачи (1.4), (1.5i). Отсюда, в силу 

• лемм 1.2, 1.4 и 1.4', легко следует существование постоянной с-> 
удовлетворяющей условиям теоремы. * 

Т е о р е м a 1.6i. Пусть 
(Si, gti, gis}QVioQa, b[). 
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Тогда найдется такая постоянная с0, что, каковы бы ни были 
измеримые функции pt: ]a, fr[{to}R(/-=0,1,2), удовлетворяющие 
соотношениям 

•Pi(i)>gi(t), £а.(0<Рз(0<£-з(0 при a<t<b (1.68> 
и 

• piffi (p2) GL ([a, b]), pool* (g2\, Я22) 61 ([a, b]), 
задача (1.1), (1.5i) имеет единственное решение и, причем 

ь 
\uU-lHt)\<^-^-~r\$*{t,'t)Pl{%)d>t 1 W l [М.?) (О]''1.} ° 

при a<t<b (У----1, 2), 
где функция $* — такая же, как в теореме 1.51, 

Pl(i)=^[\Po(i)\~Po(t)signu(t)] при a<t<b, (Г69> 
а 

fg22(0 ПрИ a<t<--——, 

[g2l(- :)npH-±—<#<ft. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование и единственность ре­

шения и задачи (1.1), (1.5i) вытекает из теорем 1.1 и 1.3. 
Пусть и — решение задачи 

v"=gi{t)v+p2{t)v'-pu*(i), 
(1.71) 

w(a + )=0, v(b—)-0. 
Согласно лемме 1.2 и теореме 1.3, функция Грина 9 уравнения 

v"=g1(t)v+p2(t)v' ' (1.72) 
при условиях (1.71) отрицательна в ]а, b[X]a, b{. Поэтому 

ь 
a(i)----—j$(t, t)p*(T)dt>0 при a<l<b. (1.73) 

а 
Покажем, что 

\u(t)\^v{t) при a<t<b. (1.74) 
Действительно, в противном случае найдутся точки 

t-i6[a, b[ и t2G]t\, b], для которых 
|u( / ) |>o(t ) при tx<t<h, \и(и)\^{Ь) (/=Г2). (1.75) 

Определим функцию z : ]th [̂-{to}]0, +{infty}[ равенством 
z (t) = | и (i) | - o ( f ) . 

Тогда z — решение уравнения 
2" = fl(02!+p-(t)2/.+J5(0, 

где, в силу (1.68) и (1.69), 
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p(t)=-\Pi{t)-gi(t)\\u(t)\+pl(t) + pQ(t)signit(t)>0 
при ti<t<t2. 

Если ^ — функция Грина уравнения (1.72) при краевых условиях 
-(*+).---*>('*--)---О, то 

&{t, t ) < 0 при tx<t, %<tv 

я значит, 
- и 

s(j!)--=J§(t,T)p(T)dir<0 при U<t<t2, 

что противоречит (1.75) и, таким образом, свидетельствует о 
справедливости (1.74). 

Из (1.73) и (1.74), согласно леммам 1.2, 1.4 и \А', следует 
существование такой не зависящей от выбора функций р, (/ = 
= 0, 1, 2) постоянной di, что 

6 Ь 

| a(t)| <dx j $1 (t, x)pl(t) dx< d! J &* (t, x) p*Q(x) dx 
a a 

при a<t<b, (1.76) 
где 

Щ(*,1)= 
a(p 

o x 
—---• jj a(p2)(s)ds J cr(p2)(r)dr при К * < К 6 , 

1 
o W W \ ст(Р2)(s)ds î cr(p2)(/")d/* при a<t<x<b. 

Теперь перейдем к оценке и'. Пусть t06]a, b[ — произвольная 
точка, в которой tt'(t0)=£0. Допустим, что u{tQ)u'(tQ)>0. Тогда, 
ввиду (1.5i), найдется ii6]to. b[ такая, что 

u(t)u'(t)>0 при t0.<t<ti, u'(ti)=0. (1.77) 
Положим 

1Ю (t)=ur(t)§o(p2)(x)dx при a<t<,b-

Поскольку w—решение уравнения 

w - А (0 - + IA (*) и (<) + Л. (0] J о (p2) (т) dx - и' (t) a (p2) (t), 

применив (1.68), (1.69) и (1.77), получаем 
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w{t0)<a(p2)(to)X 

X K [ | gi (t) и (т)| + p ; (t)] - - - - ^ ^ ° Ы (5) dsdx + и (tO . 

Кроме того, в силу (1.76), имеем 
t 

|a(0|<rfi--- ^(t0,Tr)p;(T.)dT при ta<t<b. 
^a(p2)(x)dt J 

Поэтому с учетом оценки 

<e т • J 0(p2)(t)dX <-

легко убеждаемся, что 
ь 

где 

d2--=di J I gl Wl Oj (ёГ21. g-22) (0 dt + j о* (giU Ы (t) dt • 1. 

Внеся в приведенное рассуждение очевидные изменения, не­
трудно показать, что это же неравенство справедливо и для тех 
to-3]a, b[, в которых и(.'о)«/(г'о)<0-

Таким образом, можно положить c--=max{d1, d2}. Теорема 
доказана. ' ' - • 

Для случая краевых условий (1.52) теоремы 1.5i и 1.6i при­
нимают следующий вид. 

Т е о р е м а 1.52. Пусть (gu, gu, gu, g22)-V2(]a, Ь{). 
Тогда найдется такая постоянная с0, что, каковы бы ни были 
измеримые функции p:-: ]a, 6[{to}R (j = 0, 1, 2), удовлетворяющие 
неравенствам (1.67) и соотношению poo2(£21)GL([a, b]), задача 
(1.1), (1.52) имеет единственное решение и, причем 

ь 
\uU~l) W K ^ / u n u . \9*V> Х)Ш№ ПРИ a<t<b (/ = -- 2), 

где 

$*(t, т ) = 
°'2(g"2i)(т) при a<x<t<b, 

1 
0 (-?«)(-) \ ? (ёы) (s) ds ПРИ a < t < * < -> 
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Теорема 1.62. Пусть (gu g2i, £22)-V20 (]•-•> .-"[). 

Тогда найдется такая постоянная Со, что, каковы бы ни были 
измеримые функции pi: ]а, &[->R (/ = 0, 1, 2), удовлетворяющие 
неравенствам (1.68) и соотношениям 

pi<-2(p2) — ([M]), fhOa(gn)*L(.[a,b]); 
задача (1.1), (Г5-) имеет единственное решение и, причем 

I «<--'> (OK, , / ° -;• \ »*(-•. МШ^ ПРИ a<t<b{j = h 2), 

где функции !?* и р0* — такие же, как в теоремах Г52 и 1.61 со­
ответственно. 

С помощью результатов предыдущего пункта из теорем 1.5ь 
1.52, 1.6] и L62 можно в качестве следствий получить довольно 
легко проверяемые признаки однозначной разрешимости ли­
нейных краевых задач. 

§ 2. УРАВНЕНИЯ, СРАВНИМЫЕ С ЛИНЕЙНЫМИ 

Перейдем теперь к рассмотрению краевых задач для нели­
нейного сингулярного дифференциального уравнения 

'u"~f(t,u,u'). (2.1) 
Что же касается краевых условий, в этом параграфе нам удоб­
но будет считать их однородными: 

« (а+) -0 , Ф^{Ь—)-0.- (2.20 
Ниже всюду предполагается, что 

№, с ( ] а ,й [хК 2 ) . (2.30; 
Кроме того, при рассмотрении задачи (2.1), (2.22) в некоторых 
случаях на / будет налагаться более жесткое ограничение 

fGtfiooGa, Ь[*Щ, (2.32) 
Мы систематически будем использовать операторы а, о,-, ci* 

и множества ViQa, &[), VHk(]a,b[), введённые в предыдущем 
параграфе. 

2.1. Вспомогательные предложения. Начнем со случая, когда 
уравнение (2.1)-—квазилинейное, т. е. имеет вид 

u"~px(t)u+p2(t)u'+p{t,u,u'), (2.4) 
где 

рбД]ос(]а,й[ХЯ-), \p(t,x,y)\^p0(t) 
при а < / < й , х,J/6R. (2.5) 
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Для таких уравнений вопрос о разрешимости краевых задач 
решается довольно просто с помощью теоремы Шаудера о не­
подвижной точке. 

Лемма 2.1. Пусть iG{l,2}, ВЫПОЛНЯЮТСЯ условия (1.3.) и 
(2.5), а задача (1.4), (L5,i) не имеет нетривиального решения. 
Тогда задача (2.4), (2.2,-) разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим множество всех непре­
рывно дифференцируемых функций w : ] а, Ъ [{to}R таких, что и? 
и o/(-i(p2) имеют конечные пределы в точках а и Ь, и обозначим 
через В банахово пространство этих функций с нормой 

||ш||=зир{|ш(0| + |ш'(0|а ; г(р2)(/):а<^<&}. 
Если *& — функция Грина задачи (1.4)., (1.5i), то, согласно 

леммам 1.2, 1.4 и 1.4', 
£ШЗ < «*«,(*)(*) та<^х<Ь, t + x ( j = 1(2), 

где с* —некоторая постоянная. Поэтому, в силу (1.3;) и (2.5), 
непрерывный оператор Н, определенный равенством 

ь 
H(w)(t)=*fe(t,T)p(x,w{x), то'(т))d* при a<t<b, 

а 

отображает пространство В в его компактное подмножество» 
По теореме Шауд'ера, найдется абВ такая, что 

ь 
it(t)=j&(t,x)p(x,ti(x), u'(x))dx при a<t<b. 

а 

Как следует из теоремы 1.1, «--решение задачи (2.4), (2.2i). 
Лемма доказана. • <., ' 

Приведем еще два утверждения, которые понадобятся нам 
в дальнейшем. 

Лемма 2.2. Пусть 
а<ап<Ь„<Ь (п= 1, 2, . . . ) , lira a„=а, limbn=b, (2.6) 

Л->-1-со л-..—1-со 

a un:[an, &„]—>-R (л —— 1, 2, .. .)— последовательность решений урав­
нения (2.1) такая, "что для любого |[̂ i, 2̂]—-J~-

sup{|'^(<)| + |e;(i)|:te[a„, *jn[^i, ta]. " = 1 - 2 , . . . }< + -»•. 
Тогда из последовательности (a„)+f, можно выбрать подпоследо­
вательность (Uam)^Zi> равномерно сходящуюся вместе с (ивт)+~,

1. 
на каждом сегменте, содержащемся в интервале ]а, &[, предел 
которой является решением (2-1) на этом интервале. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 
'и1/~1Цйп) при a<t<a„, 

zJn(t) = WtX)(t) при an<t<bn (/ = 1, 2; и - 1 , 2, .. .) 
\uU-V(bn) при bn<t<b. 
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Ввиду (2.3i) и сделанных предположений, последовательности 
(Zjn);^ (/ — 1, 2) равномерно ограничены и равностепенно 
непрерывны на каждом сегменте, содержащемся в ]а,Ь[. По­
этому, согласно лемме Арцелла—Асколи, их, не нарушая общ­
ности, можно считать равномерно сходящимися на любом та-

- ком сегменте. 
Пусть 

«(.?)--— Iim2i„(t) при a<t<b. 
П-++СО 

Тогда 
.«/(^>=Нт--г2Я(0 при a<t<b. 

П.Ч- + 0О 

Если ^—.произвольная точка интервала ]a, b[, то согласно (2.6), 
при всех достаточно больших п 

t 

a+b 
2 

Переходя в этом равенстве к пределу при n{to} + со, получаем 
t 

W (t)=и' (-t-*) + 5 / (t, и (г), и' {х)) Фс. 
2 

Следовательно, и удовлетворяет (2.1) ПОЧТИ всюду в ]в,6[. 
Лемма доказана. 

Замечание . Легко видеть, что доказанное утверждение 
остается справедливым.и тогда, когда либо а=—<х>, либо Ь~ 
— .+<•», либо выполнены оба этих равенства. 

Из леммы 2.2 вытекают следующие предложения. 
Лемма 2.3i. Пусть о,: ] а, Ь [{to}R+ (/ = 1,2)—непрерывные 

функции, vi(a+y=vi(b—) = 0 и выполнены условия (2.6). 
Пусть, далее, для любого натурального п уравнение (2.1) име­
ет решение ип : [ап> bn]{to}R, удовлетворяющее неравенствам 

I «#--> V) | <-о}(t) при an<t<bn (j = 1, 2), (2.7) 
Тогда задача (2.1), (2.2.) разрешима. 

Лемма 2,32. Пусть выполняется условие (2.32), г>3-: ] а, &'[->-
{to}R+ (/==1,2) —непрерывные функции, Di(a+)=0, а последо­
вательность точек an (n---1, 2 , . . . ) интервала ]a,b[ сходится 
к а. Пусть, кроме того, для любого натурального п уравнение 
(2.1) имеет решение un : [an,b[{to}R, удовлетворяющее неравен-

|а<'-->(*)!<--,СО при an<t<b <у == 1, 2), 
ствам причем ип'{Ь—)=0. Тогда задача (2.1), (2.22) разре­
шима. 
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2.2. Теоремы существования. 
Т е о р е м а 2Л. Если t6{l, 2}, 

(.-lb gib g2i, gm)*VH(ja,b[) 
и на множестве ]а, 6[XR2 имеют место неравенства 

\f(t, х, y)~~gi(t,x, y)»—ga(t, x, y)y\^g0(t) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

g»(tXgdt>x,y)<£]*V) (/=1,2), 
megjZK0(]a,b[xR2) (/=1,2) и 

g«h*(gn, gn)*L([a,b]), 
то задача (2.1), (2.2i) разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть постоянная с0 и функция :-?* 
такие же., как в заключении теоремы 1.5i. Положим 

б 

Vj(t) = - •Fr§9*V>*)g0(*)<K [oUsu. en)(i)] 

при a<t<b (у =-=1,2) 
и 

а„—а- Зд 6 -|*~37Г' е с л и г - 1 ' („----l, 2 , . . . ) -(2.12) 
6, если i = 2, 

Определим функции .3n:]a, .->[XR2->R (n—1> 2. • . . ) соотно­
шениями 

ln{t,x, у)---= 
= Ы*)%оУ, \x\-r\y\)[f{t,x, y)~gn{i)x-gn(t)y), (2.13) 

где 

4 w > - \ 0 при ^ К , a j , 
1 При 2 < r 0 ( t ) , 

%o(*. 2) — ' 2 - - — — при r0{t)<z<2rQ(t), 
[ 6 • при z>2r0(t) 

(2.14) 

(2.15) 

r0(2) = -i(*) + "2(t) + l . (2.16) 
В силу неравенств (2.9) и (2.10), ясно, что на ]a,fc[XR2 

2 

\ln(^X,tj)\<%(t) go(t) + 2^r0(t)(gft{t)-ejl{t)) 

Таким образом, по лемме 2.1, для любого натурального п. 
уравнение 

------Ян (t).u±gn (*) <+6п(*, и, "'). 
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при краевых условиях (2.2i) имеет решение ип. Ввиду (2.13), 
«n в то же время является решением уравнения (1.1), где при 
a<t<b 

Pi(t)=gji(t)+tyn(t)%o(t, I M t ) | X 
X\un'(t)\ [Si(t, un(t), un'(t))~gn (t)] 

(7-1-2), 
Po(t)=*n(t)to(t, K(-) I+1 "»'(*) I) [/(t. M*)> "»'(*)) — 
—g 1 (t. «n (0 > " / (0 ) «в (t) S i V, Un (t) , Un'(t) ) Un' (t)]. 

Поэтому, с учетом выбора функций Vi и v2 и неравенств 
Ы 0 < ! М - ) < Ы - ) (/—=1,2), |po(t)|'<ffo(0 приа<*<Ь, 

вытекающих из (2.9) и (2.10), убеждаемся в справедливости 
оценок (2.7). Отсюда, согласно (2.14) — (2.16), следует, что 
ип — решение уравнения (2.1) на [an, bn] (n=l, 2 , . . . ) . Оста­
ется применить лемму 2.3(i. Теорема доказана. 

Теорема 2.2. Если 1б{1, 2}, 
(gu g'tu ЫеК 0 ( ]а ,Ь[ ) , (2.17) 

выполнены условия (2.3.) и (2.11), а на множестве ]a,£>[XR2 

имеют место неравенства 
•\f(t,x,y)—gi(t)x>-gi{i,x,y)y]8ignxS2—go(t) (2.18) 

и 
gn(t)<ga(t,x,y)<gXi(t), (2.19) 

где g2&K°(]a,b[xR2), то задача (2.1), (2.2() разрешима. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 

ь 
Vj{i)^[^m^^4i,x)goix)dx п р и a<i<b ( / = = 1 , 2 ) ' 

где функция &*— такая же, как в теореме 1.5., с0 — постоян­
ная, для которой справедливо заключение теоремы 1.6)., а функ­
ция g : ] а, Ъ [{to}R задана равенством (1.70) в случае, когда 
£= 1, и тождественно равна #22 в случае, когда i=2. 

Если справедливы (2.12), (2.14) — (2.16) и на ]a, b[XR2 

ln(t, X, У)>=^п {t)%o(t, \X\ + \у | )(f(.t, X, у) — gi (t)x—.§21 (t)y] 
(n=l ,2 ,-) , 

то, как следует из леммы 2.1, при любом натуральном п урав­
нение 

u"-gi (t) u+g21 (t) u'+ln,(t, и, и') 
имеет решение un, удовлетворяющее краевым условиям (2.2..). 
Тогда «п является решением и уравнения (1.1), где при о < 
<*<& 

., Pi(t)>=gi(t), 
• 1 4 0 



Pa(0-g2i(t)+*n(t)Xo(*, I M O l + l"n'(0 П Ы * . un{t), 
Un{t))~g*x{t)] 

Po(t)!=yn(t)n>(t, I MO I+'!«»'(0 I MM MO> «ЛО)~ 
-gl.COM') — Ы*,МО .М(0)и/(0]. 

Но, согласно (2.18) и (2.19), 
.?21(0</72(-)<g22(0. 

-j [I ."о (t) | - Pa (0 sign к„ (0] < go (О при a<t<b. 
Значит, справедливы оценки (2.7), un(n—1,2,.--)—решения 
уравнения (2.1) на сегментах [an, bn] и, по лемме 2.3г, задача 
(2.1), (2.2.) разрешима. Теорема доказана. 

Отметим, что если в условиях теоремы 2.1 рост правой ча­
сти уравнения (2.1) по фазовым переменным ограничен линей­
ным, то в условиях теоремы 2.2 этот рост, вообще говоря, мо­
жет быть любым. Например, из теоремы 2.2 вытекает разре­
шимость задачи (2.1), (2.2j), t6{l,2}, где 

f(t,x,yy='g{t)x^yz™+g0(t), 
п и т — произвольные натуральные числа, g : ]a, b[->-R+ — 
функция из Li00(]a, 6[) при j = l и Lioc(]a. Ь]) при i=2, а 

* 
j^-a)(&-t)w|go(Old^< + °°. 
а 

2.3. Теоремы единственности. 
Т е о р е м а 2.3. Если £б{1,2}, выполняется условие (2.8) и на 

]a ,b[XR 2 

gu (0'|*i—*2| <lf(t, xu у) —fit, xz, y)]sign(xi—x2) {le} 
<gl2(0|xl—x2|, 

(2.20) 
£2i(0 \У1— Ы {le}(M, x, г/1)— f(t, x, J/2)]sign(«/i —г/2) {le} 

<g22{t)\yi—y2\, 
то задача (2.1), (2.2.) имеет не более ОДНОГО решения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть щ и и% — решения задачи 
(2.1), (2.2.). Положим : ., 

« (0~« i (0 — «2(0 при a<i<b. (2.21) 
Тогда и — решение задачи (1.4), (1.5.), где 

if [t, u»(0. g j ( 0 ) - > (--МО. "1(0) 
A(0 — H : HPT - ' еСЛИ U{i)¥=0' 

Uu(0> если tt(0 = ° ' 

ft(Q-(/(^('\^wl7(^4(0^ffl). -ли ич-)^о, 
U-,(0, если # ' ( 0— 0. g2 i(0. если tt'(0—0. 
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Из (2.20) следует, что 
fti(0<Pj(O{le}ffia(0 п р и а < * < Ь 0—1.2), 

а значит, в силу (2.8), «(t)==0. Теорема доказана. 
Нетрудно убедиться, что из теорем 2.1 и 2.3 вытекает 
С л е д с т в и е . Пусть выполняются условия теоремы 2.3 и,. 

кроме того, 
* 
J|/(t,O,O)|0*te21,gM)(t)<tt< + oo. (2.22) 
а 

Тогда задача (2.1), (2.2-) имеет единственное решение. 
Следующее утверждение показывает, что, усилив ограниче­

ние (2.8), можно отказаться от содержащегося в теореме 2.3 
требования липшицевости функции f по второму аргументу. 

Т е о р е м а 2.4. Если- t6{l,2}, выполняется условие (2.17) и 
Ha]fl,.b£XR-

[f{t, xi, У) r-f,{t, х2, y)]sign(xi--X2) > g i (*)'|xi—x2|, 
(2.23) 

gn(t) |j/i—£fe|.--5[f(*. *> yi)—f(t, x, y2)]sign (yx—y2)^ 
^g22{t)\yi—y2\, 

то задача (2.1), (2.2.) имеет не более одного решения. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для определенности мы будем рас­

сматривать случай, когда i—\. 
Пусть щ и и2— решения задачи (2.1), (2.2i). Положим 

(2.21). С помощью (2.23) нетрудно убедиться в существовании 
таких измеримых функций g2, h:]a, b[{to}R. что 

g2i(tXg2(t)<g22(t), h(t)2s0 при a<t<b (2.24) 
и и является решением уравнения 

u"=(gl(t)+h(t))u+g2(t)u' (2.25) 
в интервале ]а, Ь[. 

Предположим, что функция и отлична от нуля в некоторой 
точке tQ&]a,b[. Тогда найдутся ti&[a, /o[ и fa&]to,b], для которых 

u(ty¥>0 при.*1<*<*8, u(ti+)=u(t2—)=0. (2.26) 
Выберем из интервала ]ti,t2[ точки tin и t2n (n= 1,2,...) так, 

чтобы выполнялись соотношения 
ti<tin<t2n<,t2 (та=1,2,...), t̂ {to}tj при n{to}+oo (/=1,2). 

Согласно (2.17), (2.24) и леммам 1.2 и 1.3, при любом нату­
ральном п задача 

v"=gi(t)!>+g2(i) V, (2.27) 
y(tin)=0, o(t2n)---0 

не имеет нетривиального решения, причем ее функция Грина 
$п отрицательна на множестве ]ti„, t2n[X\t\n, t2n{. С другой 
стороны, из (2.25) и теоремы 1.1 вытекает представление 
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•ill-

и(0—ci«"i(t) + <-V-|-(t)+ J - № t)h (t)a(t)dt 

при tin<i<t...n (re==1,2, . . . ) , 
где vx и •о2—произвольные линейно независимые решения (2.27), а 

' " ^ ' Oi(*i»)o»({cdot}*A)-Wi(M»i(-i-) U 

(Заметим, что здесь, вообще говоря, нельзя воспользоваться 
формулой Грина на всем промежутке ]th i£, ибо его концы 
могут совпадать с точками а и Ь, интегральные свойства функ­
ции h в которых неизвестны.) 

Таким образом, в силу (2.24) и (2.26), 
| U ( 0 . | { l e } | c 1 n t > i ( i ) + C2n ."2 ( t ) | ПРИ im{le}t{le}^2n (n---1,2,"-), 

а так как c,-.{to}0 при n{to}+oo (/=1,2), из этой оценки следует 
противоречащее сделанному допущению равенство u{t0) =0. 
Теорема доказана. 

Следствие . Пусть выполняются условия теоремы 2.4, 
включение (2,3.) и неравенство (2.22). Тогда задача (2.1), (2.2.) 
имеет единственное решение. 

2.4. Теоремы неединственности. В этом пункте всюду пред­
полагается, что 

/(..,0,0)—0 приа<*<Ь 
и, какова бы ни была точка tQ£\a, b[, решение и уравнения (2.1), 
удовлетворяющее начальному условию 

ц(*0)=0, u'(t0)-=0, 
тождественно равно нулю. 

Теорема 2.5. Пусть t6{l,2}, k и т — натуральные числа, 
причем кФт, 

(gu, git, £21, g22)ZVik{]a,b[), (2.28) 

(Ли, Ли, hi, M*V im(]a, b[) (2.29) 
и на множестве ]а, b[XR2 имеют место неравенства (2.9), 
(2.Ю), 

\f(t,x,y)— hi{t,x,y)x—h2(t,x,y)y\^:h0(t, \x\) (2.30) 

MO<M'.*.0){le}MOO'-- ,-.2). (2.31) 
где gh h3&K°(\a, b[XR2) (/=1,2), выполняется (2.11), a функция 
ho • ]a, &[XR+->-R+ не убывает по второму аргументу и 

* 

lira - М ho (*, х) о* (Ал, h22) (/) d * - 0 . (2.32) 
.¥-->0+ Х •! • 

Тогда для любого целого / такого, что 
mm{k, m}{le}/<max{fe, m), (2.33) 
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задача (2.1), (2.2-i) имеет, по крайней мере, два решения ровно 
с I нулями в интервале ]а, Ъ{. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустив противное и применив рас­
суждение, использованное при доказательстве леммы 1.4, легко 
убеждаемся в существовании числа Е > 0 , для которого 

(S\ve\rUve^Wiu{\a,b\), 
если только 

-?/i W - [min {gji (t), hji (t)} при b -B<t<b (/--1,2), 

«* / л — /-1--0- -/• О ' АУ- О ) ПРИ а < i < а + 8 ' 
- J - W ~ | ; gy2(t) Прт a+E<t<&. 

Аналогичным путем в окрестности точек а и b можно изменить 
и вектор-функцию (hn, /t12, h2u h22), оставив ее во множестве 
Vim(]a, b[). Это обстоятельство позволяет нам, не нарушая 
общности, считать, что 

gji(t) = hji(t) при b — z<t<b, gfl(t) = kfi(t), 
при a<t<a + e (/=.1,2), (2.34) 

где еб]0, - = - [ . 
Зададим целое число /, удовлетворяющее неравенствам (2.33). 

Пусть (afl),f"( —• последовательность точек интервала ]а, а+е[, 
сходящаяся к а, а (&,.),]"=. — последовательность точек интервала 
]Ь — е, Ь[, сходящаяся к Ь. Пусть, кроме того, функции v} 
r(/ = l, 2) —такие же, как при доказательстве теоремы 2.1, и 

ro(t) = 'i-J1(0 + '-,2(0 + 2 при a<t<b. 
В силу (2.32), 

' ь 
do j k0 (t, x) a* (A2i, Й22) (t) dt < ^ при 0 < x<x0, (2.35) 

a 

где лг0б]0,1[ — некоторое число, а d0— постоянная, выбранная 
для вектор-функции (hn, hi2, h2i, Л22) по теореме 1.5.. Посколь­
ку уравнение (2.1) не имеет ненулевых решений, обраща­
ющихся на ] а, Ь[ в нуль одновременно со своей производной, 
для любого натурального п можно подобрать Гп-Э]0, xo[ так, 
чтобы, каковы бы ни были решение и этого уравнения и точка 
•to6[an, £>n], из неравенства 

\u{U)\+W{h)\<rn 

следовали неравенства 
| a(t) |<xo, I и'(t) | {le} 1 при an<tf<&n. 
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Положим (2.14), (2.15), 

f 0 при Z<~, 
•Хя(2)—• 2 * . т ( я - 1 , 2 , . . . ) , 

( - - - - 1 при -т|-<г<г„ 
„ / л _ / ? л ( - ) при a < t < & —е, 
^ ^ " I g y t W при Ь-ъ<%<Ь, 
h (п ihp.{t) при a<t<& —е, 
^W-"\А у 1 ( / ) при b-e<t<b, 

и определим функции /п:]д, 6[xR2{to}R (/г==1, 2, . . . ) равенствами 
ffio(*) x + g2o(t) У + Уп(*)Xo (t, Г* | + | У |) l/(t- *> У)~ 
—•g'io(0J-—,?2о(%] при a<t<b, l x | + | y | > r „ , 
hw{t)x+h20(t)y + %{t)%n{\x\ + \y\)[fit,'x, у)-
.—hlu(t)x — h2o(t)y] при a<t<b, | х | + | у | < г л . 

Легко видеть, что fne-^io.c(]a.->:[XR2), если i—1 ' и 
fn6/Cio.o(]a,b]XR2),e^Ht=2. 

Произвольно зафиксируем натуральное п. Если -fi и Т2 — 
положительные числа, причем fi достаточно велико, ^—доста­
точно мало, а w1o и а2о — решения начальных задач 

• aff—fi-io(0{cdot}tt + gaoW»'. и(л+)—0, l i m ^ ^ j ^ — y i 

fn(t> x> У ) -

u"=hw{t)a-\-hw(t)u', и (я+) = О, l i m - j - ^ - — y2» 

то Mio и иго являются решениями и уравнения 
a" = /„(t, и, и'). (2,36) 

Запишем это уравнение в полярных координатах, т. е. произведем 
замену переменных, 

и=pcoscP, и '=p sin Ф. (2.37) 
Получим систему ' 

р '= fn(t, рсоэФ, psin9)sin-P + ypsin2~, 

Ф' = ^ f„(t, рсоэФ, psin9)cos9-sin2 Ф. 
(2.38) 

Под ee решением будем понимать вектор-функцию (р, ф) : 
]а, b[>R2, первая компонента которой положительна. Тогда 
каждому решению системы (2.38) преобразование (2.37) ста­
вит в соответствие определенное ненулевое решение уравнения 
(2.36), а каждому ненулевому решению (2.36) - - решение 
(2.38), единственное с точностью до кратного 2л слагаемого во 
второй компоненте. 
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Пусть (рю, фю) и (p2t>> Ф20) — решения системы (2.38), со­
ответствующие Що и иго, причем 

- f < ( P / o W < f (У — 1.2) 
в некоторой окрестности точки а. Тогда, с учетом (2.28) и (2.29), 
нетрудно проверить, что 

и 
. . 5 - (*_2) -яда<Ф м (* )< .£ (* -2 ) -я (т -1 ) 

в некоторой окрестности точки Ь. Выбрав а6]а,яп[ и $ув]Ьп,Ь[ 
(у—1, 2,...) из этих окрестностей так, чтобы pv->-&> когда v{to} 
{to}+oo. рассмотрим множество решений системы (2.38) при 
начальных условиях 

; , p ( a ) - z , ф(а)=фю(а), (2.39) 
где p2o(i3fi)<z{le}pio(ia). Поскольку, в силу (2.34), ф2о(а)=Фю(а), 
то, по теореме Кнезера о структуре'интегральной воронки (м., 
например, [56], стр. 28), для любого натурального v это мно­
жество содержит решение (pv, фУ), удовлетворяющее равенству 

Ф-v (Pv) = "J" (̂  — -2) — л / . 
Ясно, что если решение uv (v-=l, 2,...) уравнения (2.36) со­

ответствует (pv, <PV), то 
Kv(a + ) = 0, a#--)(pv) = 0, 

a v ( 0 > 0 в малой правой окрестности точки а и uv имеет ровно 
I нулей в интервале ]a, pv[. Свойства функции /,, позволяют 
выделить из («v)v"-̂ i равномерно сходящуюся в интервале ]а, Ъ\ 
подпоследовательность. Ее предел ип, очевидно, является реше­
нием задачи (2.36), (2.2,) ровно с (нулями в интервале ]а, Ь[ 
и положителен вблизи точки а. 

Допустим, что /об[ап,6п] и 
\un(to)\\+\un'(t0)\^rn. 

Тогда, в силу определения постоянной г„, 
|M-)l{le}xo. '|-{cdot}*n'(t)|{le}1 пРн 'an<t<bn. (2.40) 

Следовательно, ип — решение уравнения 
ur'=hXQ(t) u-\-h2Q{t)и'+фп(t)%n (| и\ X 
X|u'\)[f(t, и, uf)-hw{t)M-ft-o(t)W]. 

146 



Отсюда, согласно (2.30) и (2.31), вытекает (см. доказательство 
теоремы 2.1), что ип — решение некоторого уравнения (1.1), где 
измеримые функции р0, р\, р2 • ]а, &[{to}R удовлетворяют неравен­
ствам 

Ы 0 < Л ( 0 < Ы 0 (/=1.2), | p o ( 0 | < M - \ x » ) . 
а 

xn = sup{|an(i.) | : a^<:t<bn}. (2.41) 
Но тогда, ввиду выбора постоянной do, имеем 

ь 
хп < do J h0 (?. хп) о* (h21, h22) {t) dt, (2.42> 

a 
что противоречит (2.35), ибо, как следует из (2.40), xn{le}xo. 

Итак, 
\an(t) \\+.\un

f(t)\>rn при an{le}i{le}bn 
и an — решение уравнения 

«'Л=£ю(0 a+gso (0 и'+*|>п'(/)хо (-. 1 «| X 
X | и' | )tf Ci, и, и') - £ ю (0 и - й о ( 0 и']. 

Отсюда точно так же, как при доказательстве теоремы 2.1, по­
лучаем (2.7). 

Таким образом, построенные нами решения ип (п = 1, 2 , . . . ) 
удовлетворяют на сегментах [ап,Ьп] уравнению (2.1) и общ­
ность не будет нарушена, если считать, что последовательность 
(«п),Й равномерно в интервале ]а,Ь[ сходится к решению 
и задачи (2.1), (2.2,). Следовательно, из (2.30), (2.31) и (2.34) 
получаем неравенство (2.42), где xn определено соотношением 
(2.41). Отсюда вытекает отличие и от тождественного нуля, ибо 
в противном случае x„{le}Xo при достаточно больших п, что про­
тиворечит (2.35). 

Обозначим через /* число нулей функции и .в интервале 
]а, &[. Очевидно, /:'{le}/. 

Пусть / * < / , a tjnG]a,b[ (/=1,...,/)—нули решения ип, 
пронумерованные в порядке возрастания. Тогда, поскольку 
предположение о сходимости последовательностей (tjn),jt=r 
(/ = 1 , . . . , 0 не нарушает общности, нам достаточно рассмот­
реть три возможности: 

а) tin-+t*, ij+in->~t* при n.{to}+oo, где t*6]a,&[, а /G 
G{l,. .- . , i~1}; 

б) tin—Hi при n{to}+oo; 
в) tirr+b при n->-|-.oo. 
В случае a) u(t*) =u'(t*) =0, т. e. u(/).=-0, а это противоре­

чит доказанному. 
Если имеет место б), то для любого п найдется точка т„б 

е]а, ti-г[, в которой г/(тп)=0. Но, как в этом легко убедиться, 
(hl1, h I 2 , h2J. A-22)6V2(]a,Tn[) 
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яри достаточно больших п. Поэтому, воспользовавшись (2.30), 
(2.31), леммой 1,2 и теоремой 1.1, мы имеем 

-» 
I ««001<d j h0 С-> I и„(t) |) о*(h21, h22) W dx при a< t < t„, 

где d— постоянная, не зависящая от п (опущенные здесь дета­
ли нетрудно восстановить по работе [60]). С другой стороны, 
ho не убывает по второму аргументу и, в силу (2.7), 

sup{ | iin(t) I : a<t<Tn}-»-0 при n{to}+{infty}. 
Значит, полученное неравенство противоречит (2.32). 

Аналогичным путем можно показать, что случай в) также 
не может иметь места. 

Итак, /* = /, т. e. и — решение задачи (2.1), (2.2t) ровно с I 
нулями в ]а, Ъ[. Заменив в (2.39) второе равенство на cp(a)== 
= фю(с4)+п и повторив приведенное рассуждение, покажем, что 
эта задача имеет еще одно решение, которое в отличие от и 
отрицательно вблизи точки а. Теорема доказана. . 

Несколько модифицируя доказательство предыдущей тео­
ремы с учетом теорем 1.61 и 1.62, убеждаемся в справедливости 
•следующих утверждений. 

Т е о р е м а 2.6. Пусть /б (Г 2}, т—натуральное число и на 
множестве ]a, b[XR2 имеют место неравенства (2.18), (2.19), 
(2.30) и (2.31), где ^2, h M ° , a,6{XR2) ( /=1,2) , соблюдаются 
условия (2.11), (2.17) и (2.29), а функция h0: ]а, Ь[XR+{to}R+ 
не убывает по второму аргументу и удовлетворяет (2.32). Тог­
да, каково бы ни было целое /G[0,mi[, задача (2.1) (2.2i) имеет 
по крайней мере два решения ровно с / нулями в интервале 
]а,Ь[. 

Т е о р е м а 2.7. Пусть,гб{1, 2}, k — натуральное число и на 
множестве }a, b[XR2 имеют место неравенства (2.9), (2.10), 

[f (t,x, y)—hl(t)x—h2(t, x,y)y]signx^—h0(t, \x\) 
и 

hn (t) {le}h2 (t,x, y)^h22(t), 
где gj, h2e/C°(]a, b[xR2) (/=1, 2), соблюдаются условия (2.11), 
(2.28) и 

(hbhzi, h22)-Vr
i0(]a,b.[), 

л функция ho: ] a, fc [ X R+-{to}R+ не убывает по второму аргументу 
и удовлетворяет (2.32). Тогда, каково бы ни было целое 1В 
б[0,й[, задача (2.1); (2.2.) имеет по крайней мере два решения 
ровно с / нулями в интервале ]а, Ь[. 

В качестве примера уравнения, к которому применимы ре­
зультаты.этого пункта, рассмотрим уравнение 

и"=g{t) sin и, (2.43) 
где функция g : ]a, fr[{to}R такова, что 
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ь 
I (t-a)(b-ff-'\g(t)\dt< -^ оо, 

a t"6{l,2}. Обозначим через т число нулей решения линейной 
задачи 

i/'=g(t)u, u{a+)=0, а /(а+)---1 
в интервале ]а,Ь[ (такое решение существует в силу леммы, 
1.1). Тогда, по теореме 2.6, для любого целого /6[0,m[ задача 
(2.43), (2.2.) имеет решение ровно с I нулями в ]а ,Ь[ . 

С учетом утверждений пункта 1.5, из теорем 2.1—2.7 можно' 
получить ряд следствий путем замены требований о принад­
лежности вектор-фушщий множествам Vt(]a,b[) или 
У№(]а,Ь[) (1 = 1,2; k—0,1,...) эффективными условиями, 
обеспечивающими выполнение этих требований. 

Метод сравнения, описанный в §§ 1 и 2, применим и к двух­
точечным краевым задачам для двумерных сингулярных диф­
ференциальных систем [97]. Этим же методом A. Г. Ломтатид-
зе [33, 34, 37] для уравнения (2.1) изучена трехточечная крае­
вая задача 

u(a+)-=0, w (to)-=-«(*-), 
ГАеЩа,Ь,[. 

. В заключение отметим, что за пределами настоящей работы 
остались вопросы численного решения сингулярных двухточеч­
ных краевых задач. Читателя, интересующегося этими вопроса­
ми, отсылаем, к-статьям Жаме [7.9].и Г. С. Табидзе [53, 54] . 

V § 3. УРАВНЕНИЯ С НЕЛИНЕИНОСТЯМИ | 
ТИПА БЕРНШТЕЙНА-НАГУМО 

В этом параграфе, как и в предыдущем, исследуются крае­
вые задачи 

u"~f(i,'u,u*), (3.1) 
и(а+) = сьц<*-1Ч'Ь-)-~с-. (3.20 

где t'6{l,2}, ch c2GR. При этом всюду предполагается, что 
№ . - ( ] a , H x R 2 ) . 

Случаи, когда 

будут оговорены особо. 
ЗЛ. Леммы об априорных оценках. Для любого r&R+ по­

ложим 
, | 0 при \у\<г, 

Tlr W' \ sign у при \у\>г. 
О п р е д е л е н и е 3.1. co:R->]0, + ' •» [ называется функцией 

Нагумо, если она непрерывна и 
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+00 +00 

С _ i t t — С..*!' + 0 0 . (3.3) 
о о • 

Лемма 3.1. Пусть г0 и г—неотрицательные числа, h:{a, b]-+ 
-*-R+-суммируемая функция, а со-функция Нагумо. Тогда най­
дется такая положительная постоянная г*, что, каковы бы ни 
были число /б{1, 2), сегмент [£-, t^c:\a, b] и функция udC1 ([t1, t2])> 
из неравенств 
<-l)^V(04r(a /W)<--(«'(-))(-4(0 + |a/(-,)l) ПРИ ti<t<h> (3.4) 

|«(ОК-"о при i i<t<t8 (3.5) 

I и'&) К ' (3-6) 
следует оценка 

|«'(/)|{le}r* при ti<t<ta . (3.7) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

г/ Q< •»=" ^ , / * ы Ч (t—=0, 1), £2(y) — min{Q0 (У), Qi (</)}• J ш((—1)..г) 
Ввиду (3.3), функция Q:R+->R+ имеет обратную Q_1:R+->R+. 
ПОЛОЖИМ 

/ ь \ 
г*---ОТ1 J A (t) Л + ^0 + 00(0 + 0! (г) • (3.8) 

Допустим, что лемма неверна. Тогда существуют [ t i , ^ ] -
<г[а, Ь], /б{1,2}, t*&]tit Ц[ и удовлетворяющая неравенствам 
(3.4)-(3.6) функция иб&([tu i2]), такая, что 

\u'(t*)\>r*. (3.9) 
Пусть для определенности /= 1. Тогда, в силу (3.6) и (3.9), 

для некоторых tte]iu t*[ й t*G{'0, 1} будем иметь 
(-1)-ц'(*)>г при *.<*<*•, \u'(U)\=r. 

Согласно (3.4), 

! _ Ж ! <A(t) + (-l) '«'(0 ПРИ tt<t<P. 
ш((—\)l\u' {t)\) w ' v ' w ^ * 

Интегрируя обе части этого неравенства от t^ до t* и учитывая 
(3.5), получаем 

O( |« / (ni)<Q*( |a ' ( -*) l )<a i ( r ) + jA(0rf< + | a ( t ' ) - a ( t , ) | < 

<.Qo(r)+Qi(r) + jA(t).it+2ro.-
160 



Отсюда, ввиду (3.8), 
|"/(t*)|{le}'-*, 

что противоречит (3.9). Лемма доказана. 
Л е м м а 3.2. Пусть г0 и г — неотрицательные числа, 

h: [a, &]{to}R+— суммируемая функция, а ш — функция Нагумо. 
Тогда найдется такая положительная постоянная г*, что, како­
вы бы ни были сегмент [th t2]cz[a, b] и функция ибС1([^1, i2])t 
из неравенств (3.5), 

и"(t)4r(\u'(t)\)sign u(t)^-а(и'{t))(h(t) + 
+ |ы ' (0 | ) при /1<*<*з (3.10) 

и 
w(^)Tir("'(^))>0, tt(is)-ir(a'(/s)-)<0 (3.11) 

следует оценка (3.7). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Подберем положительную постоянную 

г* таким образом, чтобы было верно утверждение леммы 3.1. 
Пусть u&C1([ti,t2]) и выполнены условия (3.5), (3.10) и 

(3.11). Если t0e]tut2[ и «'(-D){ne}0> T0 возможны два случая: 
либо 

и (i0) и'(*„) > 0 , (3.12) 
либо 

u(ta)u'{ta)<0. (3.13) 
Предположим, что выполняется (3.12). Тогда, согласно 

(3.11), найдется точка t*Q]U, t2] такая, что 
U ( t ) t t ' ( t ) > 0 при ta<t<t*, | t t ' ( t * ) | s ^ r . 

Значит, из (3.10) следует неравенство 
и"(0Лг("ЧО)>— -И"'(9 )(•*(')+1 и'(-)1) при t0<t<t*. 

Отсюда, ввиду выбора постоянной г*, получаем 
|« 'Co) |<r*. 

Совершенно аналогично можно показать, что это неравенство 
справедливо и в случае, когда выполнено (ЗЛЗ). Лемма до­
казана. 

Л е м м а 3.3. Пусть а<.а<.ай<.Ь0<.$<.Ь, г0 и г —неотрица­
тельные числа, h : [a, &]{to}R+ — суммируемая функция, а о — 
функция Нагумо. Тогда найдется такая положительная посто­
янная г*, что, каковы бы ни были точки ^ б [ а , а ] , *2б[р,&] и 
функция «6C'([/i,t2]) из неравенств (3.5), 

u"(t)r\r{u'(t))sAgn(t-aoX<u(ur(t)){h(ty+\u'(t)\) 
при t e ] t b a - [ U ] M a [ (3-14) 

" / / ( 0 % ( | " ' ( 0 | ) s i g n u ( 0 > - o ) ( ^ ( 0 ) ( / - W + t " / ( O I ) 
при a < t < p (3.1S) 

следует оценка (3.7). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности, можем счи­
тать,, что 

r>max{^—V- i r -T- l \а0—а р - о-J 
Подберем положительное число г* таким- образом, чтобы были 
верны утверждения лемм 3.1 и 3.2. 

Согласно (3.5), существуют точки t,£]a, a0[ к t*6]bQ, p[ та­
кие, что 

В силу выбора г*, из неравенств (3.5), (3.14) и (3.16) вытекает 
оценка 

" [u'(t)\<r* up* t6[tui.]\i[t*,ta]; 
а из неравенств (3.5), (3.15) и (3.16) — оценка 

|u'0O|<r* при *.<*<**. 
Лемма доказана. 

Лемма 3.4. Пусть 1б[0, 1 [, | i>0, h2^0, г0>0 - постоянные, 
hoQLioc(]a, b[) и hi<-([a, b])—неотрицательные функции, 
причем h0 суммируема с весом (t—a) (b—1)~». Тогда найдется 
такая неотрицательная функция г*5С(]а, £•])П— ([-- -'])> ч т о 

(b—t)-»r*(t)->-0 при t-*b и имеет место оценка 
К(0.1 <•**(*) при *!<*<*-, (3.17) 

если только [ti,i2]cz(a, b], а .функция «GC-([fb t2]), наряду с 
(3.5), удовлетворяет условиям 

tt''(-)signw/(-:)>-Ao(0-[?~ + ^ + / - i ( t ) ] | « ' (0 | -
--A2 |tt '(t)|2 при h<t<t2 • (3.18) 

и 
и'(*2)=0 (3.19) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим 

i=exp jAi(t)dt+2A2ro I 

и 
ь 

r*(t)^t{b—ty(t—a)^l{b-x)-»(x—a)>>hu{x)d*. 
• • t 

Ввиду суммируемости h0 с весом (t—a) (b— t)-*, ясно, что 
r*eC(}a,6[)nL([a,&]). 

Пусть t — произвольная точка из интервала Jti, t2]|., в кото­
рой и! отлична от нуля. Тогда, ввиду (3.19), найдется точка 
/*<3l/i,t.-] такая, что 
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tt'(s)=7--0 при t^s<t*, и'(г*)-0. (3.20) 
Поэтому из (3.18) имеем 

\u,{s)\\'>—h0(s)-g{s)\uf{s)\ при t<s<t* 
и 

t* / х \ 
]M'(t)|<jexp Jg"(s)ds U 0( t )dt , (3.21) 

где 

g(.s)=j=Z+£ra+h(s) + h2\u'(s)\. 

Однако, согласно (3.5) и (3.20), 
т. t 

+ A 2 | a ( T ) — й - ( 0 | < Я 1 п | ^ + |А1п-5=| + 1пЛ 

в силу чего из (3.21) получаем | и' (t) \ {le}r* (t). Лемма доказа­
на. 

Аналогично доказывается 
Л е м м а 3.5. Пусть А,6[0, 1[, ro^O, r^-0, h 2 >0— постоянные, 

a ho6Lioo (]а, Ь]) и /1161.(|[а,Ь]) — неотрицательные функции, 
причем h0 суммируема с весом t—а. Тогда найдется такая неот­
рицательная функция r*£CQa, Ь])ПЦ[я, b]), что имеет место 
оценка (3.17), если только f7i, ti\ о[а, Ь], а функция 
и&С1 (\ti,$2]), наряду с (3.5), удовлетворяет условиям 

' «'4^r(K'(0)>-Ao(0-[7^ + ^i^)]l«/(-)|-h2|w'(OI2 . 
при t1<.t<t2 

и 
|я'№) !</•.. 

Из лемм 3.3 и 3.5 вытекает 
Лемма 3.6. Пусть a<a<.a0<b0<.$<ib, Щ0,Ь—а[, го^0г 

r ^ O , h 2 ^ 0 — постоянные, a h0-~]o«(]а, b[), h\&L([a, b]) —неот­
рицательные функции, причем ho суммируема, с весом (t—а) X 
Х(->--1). Тогда найдется такая неотрицательная функция 
r*6C(]a, b[)[\L({a, b]), что имеет место оценка (3.17), если 
только ti6]a,ос], i26[p, b[, а функция uBCx([ti, t2]), наряду с (3.5), 
удовлетворяет условиям 

tt"(i)rjr(M'(t))sign(* —ao)< 

<^o(t)+[(^_^f)+h1(o]|n/(-)l+^k/(012 

при tGjii, Oa[[J]b0, t2[ 
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u»(t)4r(\u'(t)\)signu(t)> 

>-Ao(t)-[(——|---) + h1(0]|^(0|-A2|^(OI2 

при a<Ct <p . 
3.2. Нижние и верхние функции. Лемма Скорца-Драгоии. 

При исследовании краевых задач вида (3.1), (3.2.) (£= 1,2) 
довольно удобными оказались понятия нижней и верхней функ­
ций, введенные Нагумо [88] и нашедшие дальнейшее развитие 
в работах [14, 30, 75]. Приводимые ниже определения взяты из 
Р4]. 

О п р е д е л е н и е 3.2. s : ]a, b[{to}R называется нижней (верх­
ней) функцией уравнения (3.1), если 1) s локально абсолютно 
непрерывна", причем 5' допускает представление .s'(t)=a(t) + 
+а'(0> где а : ]а, Ь[{to}R локально абсолютно непрерывна, а. 
а:]а, fr[{to}R— неубывающая (невозрастающая) функция, про­
изводная которой почти всюду равна нулю; 2) почти всюду на 
]а,Ь[ соблюдается неравенство 

f(t,s(t),s'(t))^S"(t) (f(t,s(t),s'(t))>s"tt)). 
О п р е д е л е н и е 3.3. Пусть /б{1,2}, a s является нижней 

(верхней) функцией уравнения (3.1), имеющей конечные преде­
лы s(a-i-) и .s(i_1)(b—), причем 

.s(a+){le}c1,s!J-1»(6—)<c2 ( s ( a + ) > c 1 , s ( ' - 1 4 6 - ) ^ c 2 ) . 
Тогда s называется нижней (верхней) функцией задачи (3.1), 
(3.2,) 

Имеет место следующая лемма, представляющая собой про­
стую модификацию теоремы Скорца—Драгоии (см. [51], 
стр. НО). 

Л е м м а 3.7. Пусть i6{l,2} и существуют нижняя Si и верх­
няя s2 функции задачи (3.1), (3.2,) такие, что 

s iW<s 2 (0 при a<t<b (3.22) 
и 

.\f(t,x,y)\^f*(t) п р и а < * < 6 , s , (0<x<sa(f ) , y-R, (3.23) 
где /*GL([a, 6]). Тогда задача (3.1), (3.2.) имеет решение и, 
удовлетворяющее условию 

•s1(t){le}w('0{le}S2(0 при a<t<b. (3.24) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

w(t, p) = sup{|/(£, x, y) — f{t, x, 2 ) j : | x | + | y | < 

< - + 2 l s ^ _ 1 ) ( 0 | . \У — z\<p\ при a<i<b, 0 < p < 1 . 

•> T> e„ абсолютно непрерывна на каждом сегменте из ]а, Ь[. 
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Ясно, что w : ]a, b[X[0,l]{to}R+ удовлетворяет условиям Кара-
теодори, не убывает по второму аргументу, да(^,0)-==0 и 

\f{t,s,{t), s/(t))-f(t,s}(t),y)\Kw(t,\ys/(t)\) (3.25) 
приа<^<&„ | y - s / W | < l (/=1,2). 

Построим функцию / : ] а , 6[XR2-^R. положив 

f(t,S2(t),y) + w{t,xX_rs°ttf+l) n?nx>Si{t), 
f(t, x,y) = \f{t,x,y) при sl{t)<X'<s2(t), (3.26) 

f {t, Sl(t), y)-w(t, s°^x
x
+l) npux<Sl(t). 

В силу неравенства (3.23) и суммируемости функции / * , ясно, 
что / измерима по первому аргументу, непрерывна по второму 
и третьему и 

sup{ ] / ( - , x , у) | :x, t/6R}eL {[a,b]). 
Таким образом, сделав в уравнении 

«"=--/(t, и, и') (3.27) 
замену переменной, приводящую краевые условия (3.2.) к од­
нородным, и применив лемму 2.1, убеждаемся, что задача 
(3.27), (3.2.) имеет решение и. 

Для завершения доказательства леммы остается показать, 
что и удовлетворяет условию (3.24). 

Согласно определению 3.2, для каждого &б{1,2} имеем 
sfe' (f) —-ccfe (t) + (—1) (0 , 

где ah : ]а, 6[•—>-R локально абсолютно непрерывна, а 
бъ.: ]а, 6[{to}R— неубывающая функция, производная которой 
почти всюду равна нулю. 
Пусть 

s l o t ) - ( - 1 № ( 0 -Sk Ш-
Тогда 

2 , , . (а+)<0 (k = l ,2) , (3.28) 
z(*-D ф - ) < 0 (k = 1, 2) (3.29) 

и 
г'к(*) = Ш + М*) (А — 1, 2). (3.30) 

г д е ^ ( 0 - ( - 1 ) 1 и ' ( 0 - а я ( 0 ] . 
Предположим теперь, что нарушается условие (3.24). Тогда, 

ввиду (3.28), существуют /--{1,2} и №]а, Ъ\_ такие, что 
z , ( t i )>0 , 2?/(/i)>0, (3.31) 

причем а, непрерывна в точке /1. 
155 



Так как о, не убывает, а ..;,• непрерывна, условия (3.29) — 
(3.31) гарантируют существование такой точки t2^]tub], что 

з ,(*)>0, z/(t)>0 при - t i< t<t 2 

z / ( ^ - )==0 . _ (3.32) 
Не ограничивая общности, можем считать, что 

0<z'jV)<l?z%) при t i < < < t 2 . 
Тогда, согласно (3.25) и (3.26); 
S'/(0-(-i)-[tt'/(0-^(t)]=--.(-iy[/(t,^(0. tt'(0)-sy(01+ 

+-(- . гй5чо")>(--);./(^--и-)' --;(0)—SH-)I-
— ®(t, «,(0) + w(t. z,(tf))>0 при ti <<<*-? 

Следовательно, £. не убывает на [̂ i, t2[- Поэтому из (3.30) 
заключаем, что г/ также не убывает на упомянутом промежут­
ке и 

2 / ( t 2 - ) > z / ( t 1 ) > f l . 
Но это противоречит равенству (3.32). Лемма доказана. 

3.3. Теоремы существования. 
Т е о р е м а З.Ь. Пусть 's\ и S2 — нижняя и верхняя функции 

задачи (3.1), (3.2i), удовлетворяющие неравенству (3.22). 
Пусть, кроме того, 

f(t,x,y)sign[(t—a0)y]^(o(y)[h(ty+\y\] 
(3.33) 

при Ща, щ[Щbo, b{,.Si(/){le}x{le}s2(0» \У\>Г 

и 
/ (t, х, у) sign x->—ю (у) [h (t),+1у | ] 

(3.34) 
при a < t < p , 5i(0{le}x{le}s2(0, M > r , 

где r6R+, а < а < а 0 < Ь 0 < - Р < - 1 . h : [а, b]->-R+ —суммируемая 
функция, а со—функция Нагумо. Тогда задача (3.1), (3.2i) 
имеет решение, удовлетворяющее условию (3.24). 

Д о к а з а т e л ь с т в о. Положим 
r 0 - s u p { | s i ( 0 | + | s j ( 0 | : a<t<b}. (3.35) 

Очевидно, не нарушая общности, можно считать, что 

'>H^.'i!_fc}. (3-36> 
Обозначим через г* постоянную, для которой справедливо 

заключение леммы 'З.З, и рассмотрим уравнение 
' tS'~?x(t,u.')f(t,u,u?), (3.37) 
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где 
1 при lj/|<p(t), 

x(t, г/)— 2 - ffc при p^xj у|<2p(t), I»! 

10 при |г/|>2р(г!)> 
а 

p(t)=r*+]5;^)|+|4W|. 
Пусть 

*1п'-]а.а[. t2ne]p,&[ и cinefsj^in), s2(tjn)] (/=1,2; n-=1,2,i..), 
причем 

t1 -ьа, „̂{to}&, cjn{to}c3- при n-v+оо (/=1,2). 
По лемме 3.7, для любого натурального п уравнение (3.37) 
имеет решение ип такое, что 
• « n ( t j 7 i ) = C j n ( / - 1 , 2 ) , S l ( t ){le}Mt){le} .S2( t ) ПРИ tln{le}t{le}t2n- ( 3 . 3 8 ) 

Ввиду (3.33) — (3.35) и (3.38), при любом натуральном п 
функция u(t)2aun(t) удовлетворяет неравенствам (3.5), (3.14) 
и (3.15), где î=—tin., t2—t2n. Поэтому, в силу выбора постоян-

I "-/(О.К'"* ПРИ tin{le}t<.Wft=-.2,...) (3.39) 
и, следовательно, каждая ип является решением; уравнения 
(3.1) на сегменте [tin, t2n]. С другой стороны, 

\Un(t)—cln\^r*it-a), \un{t)-c2n\^r*{b—t) 
(3.40) 

при tiu{le}t{le}t2n (ft—1,2, . . . ) . 
Согласно лемме 2.2, неравенства (3.39) и (3.40) гарантируют 

существование подпоследовательности (ип ) +{infty} , равномерно схо­
дящейся вместе с (и^ )m=i на каждом сегменте, содержащемся 
в ]а, 6[, предел которой 

П2Ч-+00 Ш 

I 

является решением уравнения (3.1) на ]а,Ь[. Ввиду (3.38) и 
(3.40), ясно, что и удовлетворяет условиям (3.2i) и (3.24). 
Теорема доказана. 

Замечание . Легко видеть, что утверждение теоремы ЗЛ. 
справедливо и в том случае, когда вместо (3.34) выполнено 
неравенство 

.f(t,x,i/)sign:[(t—to)f/]>-cu(r/)[h(0 + l.y|] 
npHia< t<e Si(t)<x{le}s2(t), \y\>r, 

где о̂ — некоторая точка из сегмента [а, |5]. 
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Теорема 3.1г. Пусть s1 и 52—-нижняя и верхняя функции 
задачи (3.1), (3.22), удовлетворяющие неравенству (3.22). 
Пусть, кроме того, /6i(]oc Qa, 6]XR2) и 

f(t, х, у) sign у>—© (у) [h (0+1 у 1 ] 
при a<t<b, .Si(0{le}x{le}-S2(t), M > " , 

где r6R+, h:i[a,b]{to}R+— суммируемая функция, а о> — функция 
Нагумо. Тогда задача (3.1), (3.22) имеет решение, удовлетво­
ряющее условию (3.24). 

Теорема 3.2ь Пусть si и S2 — нижняя и верхняя функции 
задачи (3.1), (3.2i), удовлетворяющие неравенству (3.22). 
Пусть, кроме того, 
f(t,x,y)sigu[(t-a0)!y]<fi0(t)+\ X 

при Ща, a0[{J]bQ, b[, 
Xt—a){b~t) 

s2(t)<x<Cs2(t), 
+ Mt) 

У 

y\+fi2y2 

>r 

f (t, x, y) sign x > — h0 (t) 
при a<:t<$, s1(t)<x<s2(t), 

(t—a)(b — t)~ f Ai(Ojl0| —Ajtf-

\y\>r, 
где а < а < й 0 < Ь о < р < Ь , Х6[0, Ь—о[, r>0, h2>0, а 
h^Lioc (]a, &[) и /ML ([a, 6])—неотрицательные функции, при­
чем ho суммируема с весом (t—a)(b—t). Тогда задача (3.1), 
(3,2.) имеет решение, удовлетворяющее условию (3.24). 

Теорема 3.22. Пусть sj и S2 — нижняя и верхняя функции 
задачи (3.1), (3.22), удовлетворяющие неравенству (3.22), 
Пусть, кроме того, /б/Сю,с (]«, b]XR2) и 

/ (*. х, у)signy>~h0(t)- [--i--- + A! (t)] |у | - / z # 
при «<£<&, Si (t)<x<-s2(t), |г/ |>г, 

где Яб[0,1[, r^O, h2^0, а h0<-Dmc (]a, &]) и ML({a, b]) — неот­
рицательные функции, причем ho суммируема с весом t—a. 
Тогда задача (3.1), (3.2.-) имеет решение, удовлетворяющее ус­
ловию (3.24). 

Сформулированные теоремы доказываются аналогично тео­
реме 3.1-. Разница состоит лишь в том, что вместо леммы 3.3 
соответственно применяются леммы 3.1, 3.6 и..3.5. 

Теорема 3.3. Пусть s\ и s2 — нижняя и верхняя функции 
задачи (3-1), (3.2.), удовлетворяющие неравенству (3.22), при­
чем либо t—l и с1=.с2—0, либо t==.2, Ci = 0 и /6/Clo0(]a, b]XR2)-
Пусть, кроме того, 

f(t, х,у)sign Х>—МУЯЧ*) + \У\] 
(3.41) 

при a<t<b, si(t){le}x{le}s2(t), \y\^r, 
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где r{cdot}3R+, h : ]a, b<[{to}R+— суммируемая функция, а о.— функция 
Нагумо. Тогда задача (3.1), (3.2.) имеет решение, удовлетво­
ряющее условию (3.24). 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем для случая i=-l. 
Пусть г0 — число, заданное равенством (3.35), а г * > 0 — 

постоянная, фигурирующая в лемме 3.2. В силу определения 
3.3, существуют последовательности (г./.-);^- (k-=l ,2) такие, что 

a<t\n<hn<b (n=-=1, 2, . . .), lim tu = a, lim г.2—& 
л-»—(-со га-*+оо 

и для любого /6{1, 2} выполняется одно из следующих трех 
условий: 

1. sl{tjn)<0<s2(t]n) ( « = 1 - 2, . . . ) ; 
2. s1(^)>o, (-i)y-is;(^)>o (я=1, 2, ...), lim s, (*,„)—о-, 

Л-ь+о-

3. 52(^.„)<0, ( _ 1 у - ^ ( ^ , г ) < 0 ( n = l , 2 , . . . ) , l lms 2 ( ^ ) -=0 . 
Пусть 

[О в случае 1, 
•-V= 1-Si(̂ „) в случае 2 (;----1,2; л—1,2, . . . ) , 

U2(^-,,) в случае 3. 
По лемме 3.7, для любого натурального п уравнение (3.37), где 
% и р — такие же, как при доказательстве теоремы 3.11, имеет 
решение «„. удовлетворяющее условиям (3.38). Очевидно, что 

ип(^1п)«/(^1п)>0, u„(f2n)«n/(^n){le}0 (№-.1 ,2 , . . . ) . (3.42) 
В силу (3.35), (3.38), (3.41) и (3.42), при любом натураль­

ном п функция w(t) ==wn(i) удовлетворяет неравенствам (3J5),, 
(3.10) и (3.11). Поэтому, ввиду выбора постоянной г*, справед­
ливы оценки (3.39). Остается лишь дословно повторить конец 
доказательства теоремы 3.1 ь 

Т е о р е м а 3.4. Пусть с2=0, a s\ и s2—нижняя и' верхняя 
функции задачи (3.1), (3.22), удовлетворяющие неравенству 
(3.22), причем для некоторой сходящейся к b последователь­
ности bn£]a, b[ (п=1,2,.-.) имеем 

si'(bn-)^0^s/(bn-) (n-1,2,..-). (3.43) 
Пусть, кроме того, 

/ ( * , х, y)signy> _ A o ( t ) - [ - ^ — + — ^ T +Ai(t)] \y\-htp 

при a<t<b, s1(t)<x<s2(t), £/6R, (3-44) 
где Хб[0, l{, {mu}>0, "h2>0, a h0--Lioo(]a, 6[) и M L ([a. b]) — 
неотрицательные функции, причем ho суммируема с весом 
(t—a)(b—t)~*. Тогда уравнение (3.1) имеет решение, удовлет­
воряющее условиям (3.24) и 

и (a+) = ci,lim ( f t - t ) " V (*)•=--(). (3.45) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно условиям (3.43), (3.44) и 
теореме 3.22> при любом натуральном п уравнение (3.1) имеет 
решение ип:]а> bn]->R такое, что 
•a-(«+)-=с-. «;(&„)=0, s1{t)<tin(t)<s2{t) при a<t-<b„ (3.46) 
и 

<(t)sign<(t.)>—A0(t) — [—^-+-—^7+A1(t)]|«;(t)i — 
-h21tt'n(t) |- при a<t<bn. 

В силу леммы 3.4, 
К ( - Ж •*"*(') при a<t<bn> (3.47) 

где r*6G(]a, &]) П L ([й) й ] ) -не зависящая от га функция, причем. 
llm(b — t)-*r*(t)=0. 
t-+b , 

Согласно лемме 2.2, из (3.46) и (3.47) следует существование 
решения и:]а, 6[{to}R, удовлетворяющего, наряду с (3.24), 
неравенствам 

t 

\ti'(t)\<r*{t), \u(t) — cl\<\r!f(x)dx при a<t<b. 
а 

Отсюда ясно, что и удовлетворяет и условиям (3.45). Теорема 
доказана. 

Этим же методом можно доказать справедливость утвержде­
ния теоремы 3.12 в случае, когда f$K\oc(]a, #]XR2), но 
с2=-=г = 0 и для некоторой сходящейся к b последовательности 
(bn)£™icz]a, b[ соблюдаются неравенства (3.43). 

Заметим, что сингулярная задача (3.1), (3.21) изучалась и 
в случае, когда правая часть уравнения (3/1) разрывна по 
фазовым переменным [62]. Признаки разрешимости в обобщен­
ном смысле задачи (3:1), (3.22) установлены Я. В. Цепитисом 
[57]. Результаты, аналогичные приведенным в этом параграфе, 
для трехточечных задач получены А. Г. Ломтатидзе [38]. Здесь 
же уместно упомянуть работы Н. И. Васильева и A. И. Лома­
киной [б], Г. Д. Гаприндашвили [6], И. Т. Кигурадзе [19] и 
A. Я. Лепина [29], посвященные сингулярным краевым зада­
чам для дифференциальных уравнений высших порядков и си­
стем дифференциальных уравнений второго порядка. 

3.4. Теоремы единственности. 
Т е о р е м а 3.5.. Пусть функция f не убывает по второму ар­

гументу и для любого rGR+ удовлетворяет условию 
U(t,x,yi)—f(t,:x,y2)]sign{yi—y2)^—lr(t)\yi—y2\ 

(3.48) 
при a < t < b , |*|{le}r, Ы < г ( / - - - 1 , 2 ) , 

где lr&Lioa(]a,b[). Тогда задача (3.1), (3.2.) имеет не более 
одного решения. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что (3.1), (3.21) имеет два 
различных решения щ и и%. Тогда, не нарушая общности, мо­
жем считать, что функция u(t) = u.\(t)~u2(t) положительна в 
•некоторой точке интервала ]а, Ь[. Поскольку и(а+) = и(Ь—)= О, 
найдутся t16]a, Ь[ и h£\t\, b[ такие, что 

w(/ i )>0, a'(t)>0 при ti{le}f<^2 

u'(f2)=0. (3.49) 
Так как f не убывает по второму аргументу, из (3.48) имеем 

u"{t)\=\f{t,ux{t), ux'\t))-f{t,u№, « i ' ( 0 ) '+ 
+ftt,u2(i), u:(t))-f(t,u2{t), u2'{t))^-lT(t)uf{t) 

при h<t<t2, 
где 

Значит, 

r - = m a x J 2 ( I M * ) l + K ( ' ) l ) : * ! < * < * - • 

it' (t2) > u' (ti) exp —• j lr (t) dx ) > 0, 

что противоречит условию (3.49). Теорема доказана. 
Аналогично доказываются и следующие предложения. 
Т е о р е м а 3.52- Пусть функция f не убывает по второму 

аргументу и для любого r6R+ удовлетворяет условию (3.48), 
где ir6Lio,o(]a, b[) и 

t 

1im sup tr (t) dx < + oo при a<tQ<.b. 
•*» и 

Тогда задача (3.1), (3.22) имеет не более одного решения. 
Т е о р е м а 3.6. Пусть цбЯ+, a функция f не убывает по вто­

рому аргументу и для любого rGR+ удовлетворяет условию 
(3.48), где 4б1ю.о.(]fl, b{) и 

liminf(& — t ) - | t e x p ( — f i.(r)d-; > 0 при a<tQ<b. 
^b Л u ) 

Тогда задача (3.1), (3.45) имеет не более одного решения. 

§ 4. УРАВНЕНИЯ С СИНГУЛЯРНОСТЯМИ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ФАЗОВОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

В этом параграфе рассматривается вопрос о существовании 
и единственности решения дифференциального уравнения 

и'-/(>,и,«'). (4.1) 
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удовлетворяющего условиям 
и(а+)—0, гг̂ '-̂ ХЬ—) =0, и(/)>0 при a<t<b, (4.20 

где г'б{1,2}. Всюду в дальнейшем предполагается, что 
/е/С1о,с(]а, &[Х]0, +oo[XR) 

и 
f(t,x,y)s^0 при a<t<b, x>0, г/GR, (4.3) 

при этом допускается возможность наличия у f особенностей 
как по независимой (в точках а и Ь), так и по первой фазовой 
переменной (в точке 0). 

Типичным представителем рассматриваемого в этом пара­
графе класса уравнений является уравнение Эмдена—Фаулера 

u"=~h{t)u-\ (4.4) 
где Я>0, а WLiocQa. b[)—неположительная функция. Частны­
ми случаями (4.4) служат упомянутые во введении уравнения 

* — - - з £ т (4-5) 
и 

«Г-= •—- -= - - - . . (4.6) 

4.1. Осцилляционные леммы. B этом пункте приводятся не­
обходимые для дальнейшего изложения утверждения об осцил-
ляционных свойствах уравнения 

v"~g(t)v, (4.7) 
где функция g : ]a, b [{to}R_ суммируема либо с весом 
(t~a) (b—t), либо с весом t~a. 

Через vg обозначим решение уравнения (4.7), удовлетворя­
ющее начальным условиям 

o(e+')-0, i/(a+)—l. 
За значения v8 и vg' в точке b будем принимать их левые пре­
делы. 

Из лемм 1 „-51 и Г5г непосредственно следует 
Лемма 4Л. Пусть гб{1,2} и 

j (t - a) (b - tf~l | g {t) \ dt < (ft - a)2"'. 
a 

Тогда vU-v не имеет нулей на ]а, Ь]. 
Интегральные признаки наличия y vg и v' хотя бы одного 

нуля на }а, Ь] установлены Н. Л. Коршиковой [24, 25] и 
А. Г. Ломтатидзе [36]. Приведем две леммы из [36]. 

Лемма 4.21. Пусть g:]a, b[-*JR_ суммируема с весом 
(t — a)(b-t) и . 
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J±-^r^ay(b-x)\g(x)\dx+7^T\(x~a)(b-xy\g(x)\dx>b-a 
a , t 

при a-Ct<b. (4.8) 
Тогда -J_ имеет хотя, бы один нуль на ]а, 6]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное—-что 
•off(t)>0 при a<t<b. 

Тогда, согласно теореме 1.1 и неположительности функции g„ 
имеем 

--_(*)..=6(й-а)(*-а) + 
t 

ь—t 
ь 

а 

7 \ ( т ~ « ) IS W Io.f (•-) --"- + 4=5" $ (й —'-) IS (т) 1°*fr) dir> 

где б-=а1?(6)(й — а)""2>0. Полагая 

и учитывая условие (4.8), из последнего неравенства находим 
г^б+г . Полученное противоречие доказывает лемму. 

Аналогично доказывается 
Лемма 4.22. Пусть g : ]a, b[—.>-R- суммируема с весом 

t—a и ' 
* 
\{x—af\g{x)\dx>b-a. (4.9) 

Тогда <и' имеет хотя бы один нуль на ]а, Ь\. 
4.2. Теоремы существования и единственности. 
Теорема 4.11. Пусть для любого 66]0, 1[ найдутся сумми­

руемые функции 1}-&:[а, 6]->R+- (/ = 0, 1) и постоянные 
[Аб6[0, b — a[, i2s>0 и гб>0 такие, что 

-<>«<- ) Р-л \f<t> X> y ) l < ( / - a H t - 0 + [ ( . - - a H 6 - Q + ^ W j | y | + W (4-Ю) 

при a<t<b, 6 < x < - , |у |>г б . 
Пусть, далее, для некоторого б06]0, 1[ выполнены неравенства 

f(i,x,y)<g(t)x при a<t<b, 0<х<80, yeR (4.11) 
и 

f(t,x,y)>h(t)x при a<t<b, x>-g-, t/GR> (4.12) 
где g и n : ]a, ft[{to}R_ суммируемы с весом (t—a)-(b—t), причем 
.vg имеет хотя бы один нуль на ] а, Ь], а и-, не имеет нулей на 
]а, Ь],-Тогда задача (4.1), (4.21) разрешима. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 1.1, уравнение 
v"=h{t)v 

имеет решение v такое, что • 
v(a-Jr)=v(b —) —-g-, " ( t )>—• при a<t<b. 

Ввиду (4.12), очевидно, что v является верхней функцией 
уравнения (4.1). 

Согласно лемме 4.1, при любом достаточно малом е > 0 
имеем 

weg(it)>0 при a < f < 6 , 
Обозначим точную верхнюю грань множества таких е через Ео. 
Поскольку vg имеет хотя бы один нуль на ]a, b], ясно, что 
*б]0,1] и 

•0в,*(')>-1 при a<i<b, vta{b — ) = 0. 
Подберем положительное число с0 таким образом, чтобы 

a)(t) = .?o'Z'E.ff(.-)<6o при a<t<b. 
Тогда, ввиду (4.11), w будет нижней функцией уравнения (4.1). 
С,другой стороны, поскольку 

w(a-{-)~=w(b — )=Q, w(t)>0, w"(t)<0 при a<t<b, 
найдется такая точка t0£]a, b[, что 

w'{t)>0 при a<t.<t0, w'(t)<Q при t0<t<b. (4.13) 
Пусть 

y = - - min{t0 — a, b —10}, 

tln = Й + — , t 2 n — b — 
n ' -" « 

и 

<M0= 
'w(tin) при a < t < ^ i , z , 
•ffij(if) при tln<4<t2n («==-1, 2 , - . . ) , 

.42J(t2n) п Р и t2n < • ' < • - ' • 
С учетом неравенств (4/3) и (4.13) легко заключим, что для каж­
дого натурального n даи является нижней функцией уравнения (4.1), 

w{t)<wn+1(t)<wn(t)<v(t) при a<t<b ( /1=1,2, . . . ) (4.14) 
и 

lim w„(a)= lim да,. (#) = 0. ' (4.15) 
II-*—l-oo Я->—j-oo 

Если р== sup {^(2!):a<*,<<•>} и б-=тт|'да1(а), •-зу1(6), - 1 , то, 
очевидно, на множестве {{t,x, у) : a<t<b, w\(t)^.x^v(t), 
\у\>Гь) выполнено неравенство (4.10). Поэтому, согласно 
теореме 3.21, уравнение (4.1) имеет решение «1 такое, что 
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"i(a+)_=a- ,i(a), u>\{b—)=W\{b), wi(t)^Ui{t) ^v(t) 
при a<.t<ib. 

Будучи решением уравнения (4.1), w1 в то же время яв­
ляется его верхней функцией. С другой стороны, ввиду (4.14) 
№2(0{le}ni(0 при a<.t<.b. Вновь применив теорему 3.2i, убе­
димся в существовании решения и% уравнения (4.1) такого, что 

и2(а+) — ш2(а), щ(Ь—)= w2(b), w2{t) {le}M-0{le}M0 
при a<Lt<.b. 

Продолжая этот процесс, получим последовательность («„) t—i 
решений уравнения (4.1) такую, что 

un{a-\-)=wn{a), un{b—)=wn{b), wn{t)^un(t)^un-\(t) 
1 . (4.16) 

при a<t<.b (w=2,3,"-). . 
Из (4.14) и (4.16) находим 

w(t){le}M-')<P при a<t<b (п=1,2,-"). (4.17) 
Пусть [î .̂, t*] — произвольный сегмент, содержащийся в 

]а, Ь[, и fi-=minj{cdot}a»(t...), w(f*), -\. Тогда, согласно (4.10) и (4.17),, 
для каждого п. будем иметь 

1К (*) IЛ г - (I»; V) I) < !£=$$=$ г У=ЩГ=Т) + '-- <<> ] I"- WI + 
+ iae |»;(t)|2 при . t*<t<i*. l) (4.18> 

В силу леммы 3.6, неравенства (4.17) и (4.18) гарантируют 
равномерную ограниченность (и'п)+^ на [t^, t*]. Следовательно, 
выполнены условия леммы 2.2. Поэтому (и„)+~: содержит под­
последовательность (иЯА)^2, равномерно сходящуюся вместе 
с (и«,.)Й на-каждом сегменте из ]a, 6[, причем ' -

й(0== lim u„fi (t) 
/•J-+-1--0J 

является решением уравнения (4-1). С другой стороны* 
ввиду (4.16), 

я(t)>«>(t)>0 при a<t<b 
и 

limsup|tt(^)|<'zy„(a), lim sup | и. (t) \ < wn (b) (n=\,2, . •.). 
t->-a t-*b 

Отсюда, согласно (4.15), вытекает, что и(а-\-) = и(Ь—) —0. 
Следовательно, и есть решение задачи (4-1), (4.2i). Теорема 
доказана. 

•) Tir.— функция, введенная в § 3. 
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Аналогично доказывается 
Теорема 4.12. Пусть для любого 66]0Д[ найдутся сумми­

руемые функции i-.o: [с, &]{to}R+(/=0,1) и постоянные fx-6]0,l], 
4«^0 и г^О такие, что 

/ (i, х, у) | < -a It'—a 
. 1 

t—а F.-7 + MO |y|+W2 

при a<t<b, 8<x<j, \y\>r6. 
Пусть, далее, для некоторого 6oG]0,l[ выполнены неравенства 
(4.11) и (4.12), где g и h : ]a, fr]{to}R_ суммируемы с весом /—а, 
причем а/ имеет хотя бы один нуль на ]а, b], a vh' не имеет 
нулей на ]а,Ь]. Тогда задача (4.1), (4.22) разрешима. 

Аналогично теореме 3.5. доказываются 
Т е о р е м а 4.2-.. Пусть функция f не убывает по второму 

аргументу и для любого.гб]1, +{infty}[ удовлетворяет условию 
\fit,X,yl)—f(t,X,y2) \<;tr(t) \У\—У2\ 

! ' - (419) 
при a<.t<b, -<x{le}.r, •|yj|{le}r (/ = 1,2), 

где /r6Lio.0(]a, Ь[). Тогда задача (4.1), (4.2i) имеет не более 
одного решения. 

Теорема 4.2г. Пусть функция f не убывает по второму ар­
гументу и для любого гб]1, +оо[ удовлетворяет условию (4.19), 
где /-GLioo {]а, Ь]). Тогда задача (4.1), (4.22) имеет не более 
одного решения. 

В заключение рассмотрим уравнение 
u"~f(t,u), (4.20) 

где 
№.c(]0[x]0,+oo.[), 

и 
f('i,x){le}0 при a<t<b, x>0. (4.21) 

Положим 
/;(t){cdot}=max{|/Ct, x ) | : S < x < i } при 6{in}]0, 1[. 

Теоремы 4.1! и 4.12 для уравнения (4.20) принимают сле­
дующий вид. 

Следствие 4.1 Пусть Щ1, 2}, 
* 
\(t-a)(b- tf-'fl (t) Л < + «> при 6G]0, 1 [ (4.22) 
а 

и для некоторого <5-G]0, 1[ выполнены неравенства 
/ ( t , x ) < g ( t ) x при a<t<b, 0 < x < 6 - (4.23) 

и 
f(t,x)>h(t)x при a<t<b, x>J - , (4.24) 
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где g и h:]a, 6[->R_ суммируемы с весом (t-—a)(b — tf~l, при­
чем •э^-1) имеет хотя бы один нуль на ]а, Ь\, а f^-1) не имеет 
нулей на ]a, &]. Тогда задача (4.20), (4.2() разрешима. 

Теорема 4.31. Пусть / не убывает по второму аргументу 
и для некоторого х06]О> 1[ ' 

mes{t6]a, b[:f(t, x0)<0}>0. (4.25) 
Тогда для однозначной разрешимости задачи (4.20), (4.2-.) необ­
ходимо. и достаточно, чтобы 

ь 
l(t — a){b-t)\f{t,x)\dt< + со при x > 0 . (4.26) 
а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сперва достаточность. 
Поскольку / неположительна и не убывает по второму аргу­
менту, для любого 66]0, 1[ имеем 

/;(0ЧЯ-,б)|. 
Поэтому из условия (4.26) вытекает условие (4.22). 

Согласно (4.25) и (4.26), найдется такое число б06]0, xo[> что 
функция g{t) = r- f (t, xQ) удовлетворяет условию (4.8), а Функ-
ция h (t) = б0/ (t, xo) — условию 

ь 
\{t-a){b — t)\h{t)\dt<b — a. 
а . 

С другой стороны, ввиду (4.21) и монотонности f по второму 
аргументу, ясно, что g и h неположительны и выполнены 
неравенства (4.23) и (4.24). Теперь, в силу лемм 4.1, 4.2, и 
следствия 4.1, разрешимость задачи (4.20), (4.2i) становится 
очевидной. Единственность решения вытекает из теоремы 4.21. 

Перейдем к доказательству необходимости. Пусть задача 
(4.20), (4.2.) разрешима и и — ее решение. Тогда 

limlnf(t —а)!»'^).-"-0 ' Hminf^-Ola 'WHO- (4-27) 
t->-a t~*b 

Для произвольно заданного х > 0 подберем Оо» bQQ]a, b\ таким 
образом, чтобы 

u(t)<x при Ща, ao]U[<V Ь[. 
Тогда 

а„ а-
[ (t — a)|/(T, x) |dT<j ( t -a ) | / (T , t f (^: ) ) |d t=--

.' t 
а-

= — J (x-a)u"{T;)dx=(t—a)u'(t)~u(t) — 
t 

— (OQ — (Z)W'(Oo)+tt(ao) при a<t<ao 
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и 
t • • 

J (*—.")I/(t. x)\dx<(t~b)u'{t)-u(t) + 
bo 

+ (b — bQ)u'(b0)-\-u(b0) при b0<t<b. 

Поэтому, ввиду (4.27), находим 
аа b 

J (t— a ) | / ( t , x ) | d t < + oo, j((b — T ) | / (T, ,x ) |d t< + co. 
a b0 

Отсюда, поскольку /(•, x) GLloc (]a, b [), вытекает (4.26). Теорема 
доказана. 

Аналогично доказывается 
Теорема 4.32. Пусть f не убывает по второму аргументу, 

f (•, х) 6L]oc (] a, b]) при x > 0 и для некоторого л;0б]0,1] выполне­
но условие (4.25). Тогда для однозначной разрешимости 
задачи (4.20), (4.2г) необходимо и достаточно, чтобы 

j(* — a)'|/(jf,,x)|dt< + oo при x > 0 . 
a 

Из теорем 4.3. и 4.3г вытекает следующий результат Та-
лиаферро [100]. 

Следствие 4.2. Пусть t<-{1,2}, X>0, а функция 
h&L\QC(]a, b[) неположительна и отлична от нуля на множестве 
положительной меры. Тогда условие 

j (t — a) (b - tf'1 \h{t)\dt< + oo 
a 

необходимо и достаточно для однозначной разрешимости зада­
чи (4.4), (4.2,). 

Из последнего предложения, в частности, следует однознач­
ная разрешимость задач (4.5), (4.2..) и (4.6), (4.2,) (i—1,2) при 
.а—О, б-1.[45, 70,71]. 

Отметим, что задачи, аналогичные рассмотренным в этом 
параграфе, для уравнений высших порядков изучались 
Г. Г. Квиникадзе [10]. 
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Глава 2 

ЗАДАЧИ НА БЕСКОНЕЧНОМ ПРОМЕЖУТКЕ 

§ 5. ЗАДАЧИ ОБ ОГРАНИЧЕННЫХ И МОНОТОННЫХ РЕШЕНИЯХ 

В этом параграфе для дифференциального уравнения ' 
а"—/(*,«,«') (5.1) 

рассмотрены следующие задачи об ограниченных и МОНОТОННЫХ 
решениях 

Si(0{le}«.(t){le}S2(0 при a<t<b, (5.2) 
ы<*-1,(а+)-=с, si(0{le}"(0{le}S2(.) при a<t<b, (5.3,) 

u(*--)(0+)=c, u( t )>0 , и ' ( 0 < 0 при *GR+1 (5.4i) 
где i6{l,2}, - о о < а < Ь < т < » , c6R, a sft : ]а, b[{to}R (fe=l,2) — 
функции, удовлетворяющие неравенству 

s1 Ct) {le}s-(О при a<t<b. (5.5) 
Как уже было отмечено выше, с (5.1), (5.2) и (5.1), (б.З.) 

тесно связаны поставленные А. А. Логуновым и А. А. Власовым: 
[32] краевые задачи 

-** <« '+ Я (ц_2) -+Щ^+Н 
и(0-т-) = 2) 1im ^ = - 1 , u(t)>2 при t > 0 

„ • / _ 2 " ' и 
" b—t pa—и-

, 2а / . и2 \ . Зг 
1 (-5—0- 1 Р2 / ' P2 

[,"+(1-^п+ 

-[(•-F-K'-^f-

(5.6) 

(6-7* 

(5.8) 
а(0 + ) = 2, и(6-) = 0, 0 < « ( t ) < 2 при 0<t<b, (5.9) 

где й3 = 2р2, р > 2 . Частными случаями задач (5.1), (5.4^. 
(г-=1,2) служат задача Томаса —Ферми [76, 101] 

_L !_ 
u" = t V , (5.10> 

M ( 0 - f ) = l , и(+оо) = 0 (5.11) 
и задача из теории капиллярных явлений [80] 

if^il+u'Tlru "*' , I • (5.12) 
и'(0 + )-=с, и (+оо) = 0, (5.13) 

где г > 0 , а > 0 , а > 0 и с < 0 . 
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5Л. Задачи (5.1), (5.2) и (5.1), (5.3,) (£-1,2). Всюду а 
этом пункте предполагается, что выполнено условие 

fe/Cioo(]a, &[XR2). 
Теорема S.l. Пусть S\ — нижняя, а s2—верхняя функции 

уравнения (5.1). Пусть, кроме того, выполнено одно из сле­
дующих трех неравенств 

f(t,x,y)signx^-ra>(y)[hl(t)+h2{t)\y\] 
при a<t<b, si(t)<x<s2(0> 1#1>г> (5-14) 

/(t, x ,y)sign[(t-to)y]>-co(yyih,(t) +Ь{t)\y\] 
при a<t<b, Sj(t){le}x{le}s2(/), \y[>r (5.15) 

или 
(-iy~lf(t,x,y)signy>-®(y)[h1{t)+hi(t)\y\] 

при a<t<b, Si(t){le}x<.s2(t), \y\>r, (5.16ii) 
где £€{1,2}, Ща,Ь[, r6R+, hx&h00(]a, b[), h2nCQa,b[), а ю — 
функция Нагумо1'. Тогда задача (5.1), (5.2) разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о мы проведем для случая, когда выпол­
нено условие (5Л4). Остальные случаи рассматриваются анало­
гично, 

Пусть (a„)+"j и (рп)£™\ — убывающая и возрастающая после 
довательности, удовлетворяющие условиям 

a<.an<bn<,b (п—1,2, ...), lim a, — a, Hm bn^=b. 
Л-+-1-00 Л-t-ftX) 

Для любого натурального п. подберем точки а'п£\а, ап\ и 
Ь'п£]Ьп, Ь[ таким образом, чтобы 
--J1 ifln) + (<- — й„) s; (ап+)<s2(a,,) + (* — й„) s'2(an+) при а'п<* <а,., 
51(6/i)+(t-6„)5;(6„-)<s2(6„)+(^-&„)s;(^-) при 6„<t<u;. 
/Положим 

/ u r „•, _ / / ( ' » * • я)'при tefe». б„], т 7 ч 
'М-О+Р —-^К(°»+) ПРИ a'n<t<an, 

skn{t)=*\ М») ПРИ an<t<bn (k = l,2), 

и 
Ci»-=.-Si» («!,)> c 2 - s - „ ( 6 ; ) . 

.sln и s2„ являются нижней и верхней функциями задачи 
'«!'<=/n(t, а, и'), w(a;, + )-=Ci„, и(б;—):-=с2п. 

Ч По поводу понятий функции Нагумо, а также нижней и верхней 
функции уравнения (5.1) ем, определения 3.1 и 3.2. 
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Поскольку, кроме того, выполнены условия (5.14) и (5.17), по 
теореме 3.1- при любом п упомянутая задача имеет решение и„,. 
удовлетворяющее неравенствам 

su(t)<tin(t)<s2n(t) при «;,<*<&;. 
Ясно, что ип является решением уравнения (5.1) на [a„, bn] и 

Si(t\<un{t)<s2(t) при an<t<bn (ft=l, 2 , . . . ) . (5.18) 
Пусть [t^, t*]—произвольный сегмент из ]а, Ь[, а «о настолько 

велико, что 
6—min {̂  — «-.„,, Ъ„0—t*} > 0. 

Введем числа 
p0--=max{]51(0| + | s 2 ( t ) | : ^ - 6 < i < t * + S}, p - ^ + r . 

Согласно (5.14) и (5.18), для любого п~>щ найдутся точки 
*i-e[** —6. У и t2ne[t", t* + 8] такие, что 

|и„(г)]<р0 при ti„<^<t2„, K0.i„)|<p, |«;(t2n)|<p 
и 
К(0 TIP (I ti'n (t)\) signun{t)>-a0 (u'n(t)) [h (t) +1u'n (i)\\ при tln<t<t2ri, 
где 

ш-(#)=<& (у) тах{1+М0 :t.<t<t*>,>(/)•-• |fti(t) |. 
В силу леммы 3.2, из этих неравенств вытекают оценки 

К ' О 1<Р* при *.<*<** (п = «0, п 0 +1, . . . ) , (5.19) 
где р* — не зависящая от п постоянная. 

Согласно лемме 2.2, оценки (5.18) и (5.19), ввиду произ­
вольности [L, t*]c]a, b[, гарантируют существование решения 
и :]а, &[{to}R уравнения (5.1), удовлетворяющего условию (Б.?). 
Теорема доказана. 

Теорема 5.2. Пусть функция f для любого p6R+ удовлет­
воряет условию 

\f{t,x,yl)—f{t,x,yi)\^gf(t)\yi—yi\. 
пря a<t<b, si(t){le}x{le}s-(tf), |г/.|.<р (t-=L2), (5.20> 

где gpGLiooQa, Ь[). Пусть, кроме того, существуют t06]fl,b[ к 
локально суммируемые функции 1\: ]а, b[-+-R+ и l2:]a,b[{to}R 
такие, что 

f(t, xi, yi)—f(t, Хз, yt)>li (t) (xl—x2) + M 0 {У1—У2) 
при a<t<b, Si(t)<*.2<Xi^a(t), (yi—^H-*—-o)>0' (5-21) 

и 

^^-ш^^^^Ш^^0' (5-22> 

где' 
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I (i) =-= j dx j " exp ( ) l2 (9 d U / i № d%. 

Тогда задача (5.1), (5.2) имеет не более одного решения. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и. и и2 — произвольные реше­

ния рассматриваемой задачи. Положим 
u(t)=ui(t)—u2(t). 

Покажем, прежде всего, что 
' u(t)u'(t)^0 при t^t<b. (5.23) 

Допустим противное — что для некоторого ti&.[t0, b[ 
u(tl)u'(ti)>0. 

Не ограничивая общности, будем считать, что w( / i )>0 и 
«'(/•) > 0 . Обозначим через Ь0 точную верхнюю грань множест­
ва тех t2-5]/i, Ь{, для которых в промежутке [ti,t2[ выполнены 
неравенства 

и^)>0, a ' ( t )>0 . ' 
Тогда, ввиду (5.21), будем иметь 

uf'{t)^h{t)u{t)+l2(t)ur(l) при tl<t<b0 
и 

« ' ( t )>6 exp (Jia(S)d5j + Jexp (J M O d d h@dt 

при ti^t<.bQ, 
где 6 = min{u(^i), a / ( ^ ) } > 0 . Отсюда, ввиду определения 60, 
очевидно, что b0 = b и 

s2(t)—Si{t)^u(;t)^8to(t) при t1{le}t<60, 
где 

t /X \ X /t 
i o W — l + J exp I J / 2 ( O d d + J exp \lh®dt\h(%)dl dt. 

Однако, последнее неравенство противоречит условию (5.22), ибо 

l im • у ,,\'< .4- оо . 

Полученное противоречие доказывает справедливость неравен­
ства (5.23). Аналогично доказывается и неравенство 

«(t)tt'(t)>0 при a<t^t0'. (5.24) 
Покажем теперь, что 

' «(£,)=0. (5.25) 
Допустим противное. Тогда, ввиду (5.23) и (5.24), будем иметь 

и,(4)=0. (5.26) 
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С другой стороны, без ограничения общности, можем считать, 
что 

и(0>0, u'(t)^0 при t0<t<b. (5.27) 
Тогда, ввиду (5.21), 

f(t,u,(t), щ'(t))-f(t, u2(t), щ'У))>0 при t0^t<:b. 
Кроме того, согласно (5.20), существует неотрицательная функ­
ция ..g6Lio0([^o, b[) такая, что 

l{t,u2{t),^{t))~-f{t,u2(t),u2'{t))^g\t)tir{t) при k^t<b. 
Поэтому 

и"(-)>6 (0 " ' Щ при if0{le}t<Ь. 
Отсюда, в силу (5.26), следует неравенство 

ы ' (0>0 при t^t<.b, 
согласно которому из (5.21) и (5.27) находим 

•52 ( t ) —.Si (О >U ( t ) = б о И Soil ( 0 {le}0 П р и tf0{le}'t< Ь, 

где 6-=-и(2о)>0. Следовательно, l\ (t) =0 , t(t) =0 при t^t<b и 

1 i m i n f ^ r a 1 — > 6 o > 0 , 

что противоречит условию (5.22). Тем самым установлена 
справедливость равенства (5.25). Однако из условий (5.23)-— 
(5.25) следует, что и(£) = 0. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Из (5.21) вытекает неравенство (5.15), где 
со(г / )=1+М, МО--=0, r = 0 и • 

M 0 H M 0 1 + 1^1(0, 0)l + |f(WO> 0) |. 
Поэтому, если si и s2 являются нижней и верхней функциями 
уравнения (5.1), то, в силу теоремы 5.1, условие (5.21) гаран­
тирует и разрешимость задачи (5.1), (5.2). 

C помощью результатов § 3, аналогично теоремам 5.1 и 5.2, 
доказываются следующие предложения о существовании и 
единственности решений задач (5.1), (5.3.) (г = Г2) 

Т е о р е м а 5.31. Пусть а > — о о , Si и s2—нижняя и верхняя 
функции уравнения (5.1), имеющие конечные пределы sk(a-{-) 
(&=1,2), причем s 1 ( a+ )<c<s 2 ( f l+ ) . Пусть, кроме того, либо 
выполнено условие (5.16i), либо с=0 и выполнено условие 
(5.14), либо существуют точки a6]a, Ь[, а0й]а,Ь[, Ь0)£\а0, Ь[я$& 
G]b0, Ь[ такие, что 

f{t,x,y)sign[(t-a0)y]^<s>(y)[hl(t)l+h2(t)\y\] 
при Ща,а0[[]]Ь0, b[, Si(t){le}x{le}s2(0. \У\>Г> 

f(t,x,y)signx>-a>(y)[hl(t)+fh(t)\y\] 
npna<t<$,si{t)^x^.S!t(t),\y[>r, 
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где reR+, h1GLl00([a,b[), /г2еС([а, b[), a © — функция Нагумо. 
Тогда задача (5.1), (5.3[) разрешима. 

Теорема 5.32. Пусть а > -— {infty}, a s\ и s2 — нижняя и верх­
няя функции уравнения (5.1), производные которых имеют ко-. 
нечные пределы sh'(а-\-) (й==1, 2), причем s / (a+) ^ c ^ s 2 ' ( a + ) . 
Пусть, кроме того, /e/(i0-([a, b[xR2) и соблюдается либо усло­
вие (5.14), либо условие (5.162), где r<3R+, h16L]0c([a, b[), h2e 
&C([a,b[), а со — функция Нагумо. Тогда задача (5.1), (5.32) 
разрешима. 

Теорема •5.4i. Пусть a>--oo,asi и s2— нижняя и верх­
няя функции уравнения (5.1), имеющие конечные пределы 
sh(a-\-) (k-=.l,2), причем Si(a+){le}c<s-(a+). Пусть, кроме то­
го, либо 

f (t, x, y)signy> - ^ - [ ^ L . +hx(t)]\y\-h2(t)y* 

при a <£<<•?, •s1(^)<x<s2(0, \y\>r, 
либо существуют точки agja, b[, Оо6]~-, b[, |606]я0> b{ и P6]̂ o> -̂  1 
такие, что 

/ ( t f J C l l / ) s ign [ ( t - ao ) j / ]<^ ) +[ ? -= S + Ai(0]UI + A»(OS-
при te]a, a0[\J]b0, b[, s1(t)<x<s2(t), \y\>r 

и 
f{trx,y)slgjix>-^-\7±ra + kl(t)]\y\-h2{t)t/* t—a, 

при a < t < p , Si(t)<x<s2(t), \y\>r, 
где A,6[0> 1[. reR+, hkeLl0C([a, й[)(£-=0, 1) и h&C ([a, b[). Тогда 
задача (5.1), (5.3i) разрешима. 

Теорема 5A2. Пусть ay — oo, a Si и s2-нижняя и верх­
няя функции уравнения (5.1), причем 

lim sup | S/. (t)| < + oo (k - 1, 2) 
t-+a 

и для некоторой сходящейся к а последовательности anQ 
6]a, b[ (/.••= 1, 2, . . .) имеем 

s;(a,. + )>0>s,;(a,, + ) (я=1,2, . . . ) . 
Пусть, кроме того, 

f(t,x,y)si&y<(i^aph0{t)+[1£ra+hl(t)]\y\ + h9(t)g* 

при a<t<b, s1(t)<x<.if2(0» #6R> 
где .--6R+> hft6Lioc ([a, b[) (k=0, 1) и h2eC ([a, b[). Тогда уравне­
ние (5.1) имеет, хотя бы одно, решение, удовлетворяющее усло­
виям 

1im(t-a)-%'(zO-0, Я1(г.)<й(;0<МО ПРИ a<t<b. (5.28) 
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Теорема 5.5]. Пусть а>—oo, a функция f удовлетворяет 
условию 

fit, хиy\)—f{t,х2, уг)"^1\(t) (xi—Xs)+fe(f) (Уi—У*) 
при a<.t<b, Si(t)<x2{le}xi{le}{cdot}s-(t)> «/2{le}{/i"> (5.29) 

при этом /..eLi-c(]а, Ь[) (k-=l, 2), £1 неотрицательна и для неко­
торого t0&]a, b[ 

Hminf'-^"8/!0--3 0 ' 
где 

Z(t, <o)^ j expf j /2(s)d.s) + jexp( h2(9-*£).MS)-*£ 

Тогда задача (5.1), (5.31) имеет не более одного решения. 
Замечание. Если S- и s2 являются нийшей и верхней функ­

циями уравнения (5.1), имеющими конечные пределы sft(a+) 
(k--=l,2), 

s1(a + )«:c<:.?2(a+)> 
t 

J (т—a)\f{x, s,,(t), O)jdt< + oo при a<t<b 

(5.30) 

dx. 

и -2(0=-r^+-'o2(t)> где Х6[0, 1[ и /02еАос(И>-'[)> то, согласно 
теореме 5.4i, условие (5.29) гарантирует и разрешимость задачи 
(5.1). (5.31). 

Teope-ма 5. 52. Пусть а> — оо, а функция / удовлетво­
ряет условию (5.29); при этом ifteLloc(]a, b[)(k = l, 2), / t неотри­
цательна и для, некоторого t0Q]a, b\ имеет место равенство (5.30), 
где 

t X /V \ 
l(t, t 0)=l + j dt J exp К Z2(£)dS /1 (1) d|. 

Пусть, кроме того, для любого p6R+ выполнено условие (5.20) 
где g-peLioc(№• b[)(gP(t)^jzra-\-gaPtf), M-GR+, gop6Lioc([a, &[))' то 
задача (5.1), (5,32) (задача (5.1), (5.28)) имеет не более одного 
решения. 

5.2. Задачи (5.6), (5.7) и (5.8), (5.9). Приведенные в этом 
пункте теоремы существования принадлежат Е. И. Моисееву и 
В. A. Садовничему [40, 43], а доказательства этих результатов 
взяты из [31]. 

Теорема 5.6. Задача (5.6), (5.7) разрешима. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

Р 
s2(t) = *+2, sx(t) |2 + -g-npH 0 < * < 4 , 

li при t > 4 , 
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при s-(t) < л: < s2 (•*) 
и 

' ft* \ (f{t,s2(t),y)nwx>s2(t), 
f{t'X'y)~\f(t,Sl(t),y)nW * < s 1 ( 0 . {5-d) 

Тогда /бЛ,1ос(]0,+оо[Х.Н2) и выполнено неравенство (5.14), 
где а=0, Ь—+<•», ,coi(£/)=-J, hi(/)— 0, h2(0----- - r - 0 . С другой 
стороны, легко проверить, что Sj и s.- являются нижней и верх­
ней функциями уравнения (5.1), удовлетворяющими неравен­
ству (5.5). В силу теоремы 5.1, задача (5.1), (5.2) имеет реше­
ние, которое, очевидно, является и решением задачи (5.6), (5.7). 
Теорема доказана. 

Замечание , B [43] доказано, что решение и задачи (5.6), 
(5.7) единственно и допускает асимптотическое представление 

«(t) = t + l + |- + | i2-~+0(-- i -) при t{to} + oo. 

Кроме того, из (5.6) и (5.7) непосредственно следует, что 
• (*-V(-0)'>0, u'(t)>0 при *>0. 

Теорема 5.7. Задача (5.8), (5.9) разрешима. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сперва рассмотрим случай, когда 

р>2 . ПОЛОЖИМ- Si(t)—0, s2(t)=2, a функцию f зададим равен­
ствами 

+ ¥-[(1~v)(1-!f)]'" при •».(')<•-<•!(<) 
и (5.31). Ясно, что /6.~мос([О, &[XR2)> sx и s2 являются нижней 
и верхней функциями уравнения (5.1) и выполнено неравенство 
(5.161), где а - 0 , r-=0, 0(y)--=l+|t/|, hiW^j^ + j ; и 
/•-(/)•— •• __4. Поэтому согласно теореме 5.31, уравнение (5.8) 
имеет решение и, удовлетворяющее условиям 

и(0 + )-=2, 0<а(*)<2 при 0<t<b. (5.32) 
Ясно, что 

«(t)>0 при 0 < t < & , (5.33) 
ибо в противном случае для некоторого t06]0, b[ имели бы 
u(t0)=u'(t0)=0, но таким начальным условиям удовлетворяет 
лишь нулевое решение уравнения (5.8). 

Ввиду (5.32) и (5.33), 
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Ub-tfu' (t)V [ 
Lyp-—«2(oJ it 

+£<»-<>• ( i -£)w 

гдев--^- (2—^)(p>-4)W 
„кает, что 

limini{b — t)\u'(t)\=0 

и 

] й (9 > 6e (t) > 0 при О < t < b, 

(p2—4)1/2>0. Отсюда непосредственно выте-

uf(t)<0 при 0<t<b и u{b — ) = 0 . 
Следовательно, ц удовлетворяет условиям (5.9). 

Несколько проще доказать разрешимость задачи (5.8), (5.9) 
в случае р=2, выбрав в качестве нижней и верхней функций 
•si(t)-=2—t и s2{t)=2—2-47. 

З а м е ч а н и е . Из вышеприведенного рассуждения ясно, что 
произвольное решение задачи (5.8), (5.9) является убывающей 
функцией. 

5.3. Задачи (5.1), (5.4f) (t=1,2). Задачи Кнезера (5.1), 
(5.4:) и (5.1), (5.4г) мы будем исследовать при условии, что 

№ о ( ] 0 , +o6:[xR+XR-) 
И 

/ (^ ,0 ,0)=0, f(t,x, 0)^*0 при t>0, x > 0 . (5.34) 
T е о р е м a 5.8i. Пусть либо 

f(t,x,y)^{y)(hl{t)+h2(t)\y\) при t > 0 , 0<x{le}r0, t/{le}—г, 
.либо существуют числа «6R + и рб]а,+оо[ такие, что 
f(t,x,y)^(y){hl(t)+hz(t)\y\) при 0 < * < р , 0{le}x{le}r0, y{le}-r 
и 
f(f,x,y)>—ш.(у) (М-О+М-0 М ) при * > а , 0{le}x{le}ro, £/{le}—r, 
где г0>0, г$гО, hi6Lioo(R+), h2eG(R+)> а и — функция Нагумо. 
Тогда при любом сб[0, го] задача (5.1), (5.4i) имеет, хотя бы 
одно, решение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Продолжим f на ]0,+{infty}[XR2 с по­
мощью равенств 

f(t,x,y)>=f(t,x,0) при t>0, х^0,у>0. 
:и 

f{t, x, y)=f(t, 0, у) при *>0. х<0, y£R. 
Тогда, ввиду (5.34), 

feA1oc(]0,+{infty}[XR2) 
и 

f(t,x,y)^0 при t>0', х^О, г/>0. (5.35) 
"С другой стороны, Si(if)-=0 является нижней, a S2(t) — r0 — верх­
ней функцией уравнения (5.1). 
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Пусть сб[0, г0]. Тогда, согласно теореме 5.3ь уравнение 
(5.1) имеет решение и, удовлетворяющее условиям 

и(0+)=с, 0{le}u(t)<r0 при i>0.' 
ЕСЛИ «'i(to)>0 при некотором to>0, то в силу (5.35), находим 

и'(/)>и'(*о) и r0^u.(t)^fu'(t0) (t—to) при t>t0. 
Полученное противоречие показывает, что и удовлетворяет 
условиям (5Ai). Теорема доказана. 

Следствие 5.1. Пусть 
f(t, х, «/){le}pt*-2|y|~ при 0 < t < a , 0{le}x{le}r0, (/<—r (5.36> 

и 
f(--x..y)^—,coi(y) (hidt)+h2(t)\y\) при t>0 , 0{le}x<r0, y{le}—r„ 

(5.37) 
где a, p, r0 и г — положительные числа, A,6]l,+ooi[,, 
hi6Lio,o(]0,+oo[), h2<3C(]0,+oo[), а со. — функция Нагумо. Тогда 
при любом с6[0. Го] задача (5.1), (5.4i) имеет хотя бы одно ре­
шение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подберем s > 0 и рб]0, а[ таким . об­
разом, чтобы 

а 
§z(t)dt>rQ, (5.38> 
Р 

где 

.-.(^----[e + pt*-1]1-*. 
He ограничивая общности, можем считать, что 

z(a)>r. 
Положим ^=-=2(0), 

1 при у>—гь 

0 (#)=-• 2—-У- при —2г1<у< — Гц (5.39> 
О при у< — 2/4, 

~*и ч jo{y)f(t,x,y) при 0 < t < p , 
^*'H/(Xx,y)npnt>p <5"40> 

и рассмотрим дифференциальное уравнение 
u" = f(t,.u,u'). , (5.4'1> 

Поскольку Ti>r, из (5.37) и (5.40) следуют неравенства 
/ (t, х, у) < со (у) (hx (t) + й2 (i) | у] |) 

при 0 < i < p , 0 < x < r 0 l j /<—2r1 
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и 
/(*, .* , &)>-co(j/) (hi(0 + h2(t) IУ I) 
при t > 0 , 0 < x < r 0 , y<—2rb 

где А1(0-0. k 2( ?)HMP)l при 0 < * < p и AA(t)=»|A*(.<)| при 
*>P (A=-l,2). 

Согласно теореме 5.8Ь если сб[0, г0], то задача (5.41), (5.4.) 
имеет решение и. Покажем, что 

ц'(0>—z{t) при 0<£<р . (5.42) 
Допустим противное — что для некоторого to-QO, §[ 

ur{to)<-z{t0). (5.43) 
Обозначим через ti точную верхнюю грань множества тех-sG 
&]ta,a[, для которых на отрезке ![̂о> s] имеет место неравенство 

tt'(0;<-z(0. (5.44) 
Ввиду (5.36) и (5.40), 

\u'{t) Г>—p*--s |a'(0 I1 при t 0 < t < t i . 
Отсюда с учетом (5.43) находим; 

1 

| uf (h) | > [pt^1 + |»' (*0) | 1 _ - pto"-1]1"" > 2 (*.)• 
Поэтому ясно, что ti=-a и неравенство (5.44) выполнено на 
jto> #]• C Другой стороны, согласно (5.38) и (5.44), 

а а 

ro>u(t0)—u(a)=—\u'(t)dn>!\)z(t)dxyrQ. 

Полученное противоречие доказывает справедливость неравен­
ства (5.42). Но из (5.40) и (5.42) следует, что и является ре­
шением уравнения (5.1). Следствие доказано. 

Следствие 5.2. Пусть feiidocCR+XR+XR-) и 
f(t,x, г/)^0 при t>0, х^О, t/{le}—r, 

где г_$-0. Тогда найдется положительное число Го такое, • что 
при любом сб[0. Го] задача (5.1), (5.41) имеет хотя бы одно ре­
шение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть t\— произвольное положитель­
ное число и 

h(i) ==sup{ |f (t, x, у) | : 0{le}x{le}r1, -2ri<i/{le}0}. (5.45) 
Подберем числа р>0 и гоб]0, п[ таким образом, чтобы 

• • г Л ' 
rf+]h1(t)dt<r1, (5.46) 

а функцию / определим с помощью равенств (5.39) и (5.40). 
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Ясно, что 
f(t,x,y) = 0 при 0 < t < P , 0 < x < r o , y<—2rx 

f (t, x, y)>0 при t > 0 , 0<x<r 0 > y<—2rb 
Поэтому, согласно теореме 5.8i, задача (5.41), (5.4i) имеет 
решение и, если только с6[0, Гц\- Ввиду (5.41) и (5.45), 

min{ |K' (0| :0<t<p}<^, | и" (t) | < Л (t) при 0 < t < p . 

Из этих неравенств, в силу (5.46), имеем 
\ti'{t) | < r i при 0{le}t{le}p. 

Согласно полученной оценке, из (5.40) вытекает, что и является 
и решением уравнения (5.1). Следствие доказано. 

Теорема 5.82. Пусть/e/C100,(R+XR+XR-), 
fU, x, y)>—(u(y)(hi(t)+hi(t)\y\) при t>0, Q{le}x{le}r0. 0{le}— r 
и 

f(t,x,y)^6(t)^0 при 0<zf<a, x>r0, y{le}— r, (5.47) 
где rQ, г и a—положительные числа, со,—-функция Нагумо, 
AieWR+J. h26C(R+), 66L(fO,a]) и 

{cdot}j"6(0dt<c<0-

Тогда задача (5.1), (5.42) разрешима. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду (5.34) и (5.47) s1 (t) = 0 является 

нижней, а 

•м-н г0 + j(T— t)6(t)dt при 0<^<о;, 
Го при ^ > а 

— верхней функцией уравнения (5.1). Разрешимость задачи 
(5.1), (5.42) следует теперь из теоремы 5.32. 

Аналогично теореме 5.81 доказывается следующая 
Теорема 5.9. Пусть либо 

/(t, *, У )<^+ [^+^ t ) ] ы+аду2 

при t > 0 , 0 < x < r 0 , z/<—r, 
либо существуют числа «6R+ и рбК + -*[ такие, что 

f (t, х, у)<^1+[^ + Н^)]\у\ + к2({)у^ 
при 0 < i < p , 0 < x < r o , y<—r 
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/ ( * . х , 0 ) > _ ^ _ [ А + д1ф]|у|—ЫО02 

При t>C4, 0<Л:<Г 0 , У<~Г, 
где r0>0, r>0, /ifceL]o«(R+)(k=0,l), h26C(R+). Тогда при лю­
бом сб[0, r0] задача( 5.1), (5.4i) имеет, хотя бы одно, решение. 

Теорем а 5.10. Пусть 
f(t,x,y)>a(ttx)^0 при t>0 , 0<л;<Го, t/{le}0, (5.48) 

где г0>0, а функция a6-Ki0c(R+XR+) не убывает по второму ар­
гументу и 

j tcr(£, x)dt = -f oo при 0 < x < r 0 . (5.49) 
o 

Тогда для любого решения уравнения (5.1), удовлетворяющего 
неравенствам 

O<w(if)<r0, » ' ( t )<0 при i > 0 , (5.50) 
имеем 

й(+оо)-—Ои Umta'(*) —0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

v(t) = u(t) — tu'(t), х = и(+оо). 
Согласно (5.48) и (5.50), 

о (0>0 , ti '(t)<0 при t > 0 (5.51) 
и 

t 
j to (rt, x) dx < v (0 + ) при t > 0. (5.52) 
о • 

Ввиду (5.50) и (5.'51), tu'(*)-v0 при .{to}+oo, а, ввиду (5.49) и 
(5.52), x=0. Теорема доказана. 

Теорема 5.111. Пусть функция f удовлетворяет неравен­
ству (6.48), не убывает по второму аргументу и 

fit,x,yi)—f<P,x,yi)>l(f)(yi—!/2) 
при f>0,' 0{le}x{le}r0, —Го<^2<^1<0, (5.53) 

где r06R+, cr6iC]o<;(R+XR+) и /elloo(]0, +оо[). Пусть, кроме то­
го, либо 

+°° / - V. 
j exp j"I (ж) dx \dt= + QQ при i0>0, (5.54> 

либо а не убывает по второму аргументу и удовлетворяет усло­
вию (5.49). Тогда при любом сб[0,г0] задача (5.1), (5.-41) име­
ет не более одного решения. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное: для некоторого 
•сб[0, Гр] задача (5.1), (5.4i) имеет два различных решения ы1 
и иг. Тогда, ввиду (5.48), 

0<Kfc(t)<r3> tuh'(t)^—r0 при t > 0 (й---1,2). (5.55) 
С другой стороны, без ограничения общности, можем считать, 
что для некоторого t0>0 функция w(£)=Ui(^)—u2(t) удовлет­
воряет неравенствам 

а(*о)>0, и'('о)>0. (5.56) 
Поскольку f не убывает по второму аргументу, из (5.53), 

(5.55) и (5.56) получаем 

u(t)>u(to) + tt' (to) j exp j / (t) d t ds при t> to-

Следовательно, равенство (5.54) не имеет места. Равенство 
(5.49) также не может иметь места, ибо в противном случае, 
согласно теореме 5.10, имели бы 0==u(+oo) > и ( £ 0 ) > 0 . Теорема 
доказана. 

Из теорем 5.9 и 5.1 li получается 
С л е д с т в и е 5.3. Пусть функция f не убывает по второму 

аргументу, 
/(г., х, у)>0 при t > 0 , 0 < x < r 0 , y<0, 

1 

j!tf/(t, Г0, 0)tft< + OO 

f(t,x, t / i ) - / ( t , x, г/2)>— [j + l0(i)](yi-y2) 
при t > 6 , 0 < x < r 0 , —r0<ti/2<^i/i<0' 

где Я6[0> 1[. а функция /0.R+->R+ измерима и 
+ 00 

j /о (*) dt < + оо. 
о 

Тогда при любом сб[0,г0] задача (5.1), (5.4i) имеет одно и 
только одно решение, 

Согласно теореме 5.10, задачи (5.10), (5.11) и (5.10), (SAi), 
где с = 1 , эквивалентны. Поэтому из следствия 5.3 непосредст­
венно вытекает однозначная разрешимость задачи (5.10), (5.11). 

Т е о р е м а 5.П2. Пусть функция / .^^-(R+Xll+XR-) не убы­
вает по второму аргументу, 

t(t,x,y)>a(t,x)^0 при *>0, дг>0, £/{le}0 
и для любого pf-R-)-

\f(t,x,yi)4(t,x,t/i)\<t,(t)(y1—ya) 
при t>0, 0<x{le}p, —p{le}if2<.y1{le}0, 
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где /P6Z.i0C(R+), а функция o6/<ioc(R+xR+) не убывает по второ­
му аргументу и удовлетворяет условию (5.49). Тогда при лю­
бом c6R_ задача (5.1), (5.42) имеет одно и только одно ре­
шение. 

В условиях сформулированного утверждения разрешимость 
задачи (5.1), (5.42) прямо следует из теоремы 5.82, что же ка­
сается единственности решения, она доказывается рассуждени­
ем, аналогичным проведенному при доказательстве теоремы 
5.1li. 

Из теоремы 5.112, в частности, вытекает однозначная раз­
решимость задачи (5.12), (5.13). 

Признаки разрешимости задачи Кнезера для нелинейных 
дифференциальных уравнений высших порядков содержатся в 
[17, 20]. Аналогичные задачи для систем дифференциальных 
уравнений исследованы Хартманом и Уинтнером [78], Кофф-
маном [72], T. A. Чантурия [58], И. Т. Кигурадзе и И. Рахун-
ковой [84] и И. Рахунковой [50, 93]. 

§ 6. ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ, 
ВОЗНИКАЮЩЕЙ В НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ ПОЛЯ 

В настоящем параграфе мы рассмотрим краевую задачу 

u"= — jtt'-\-u—\uY-s\gnu, (6.1) 

и'(0-|-) = 0, и ( + о о ) = 0. (6.2) 
При этом будем предполагать, что ч и "к — действительные 
числа и Х>0. 

Прежде чем сформулировать основной результат, догово­
римся называть нетривиальное (т. е. ненулевое) решение урав­
нения (6.1) колеблющимся, если ОНО имеет бесконечно много 
нулей, и неколеблющимся — в противном случае. 

П р е д л о ж е н и е , а) Задача (6.1), (6.2) имеет нетривиаль­
ное решение тогда и только тогда, когда выполнено одно из 
•следующих условий: 

\. ч>1, \<х<1±1-; 
II. 0 < ч < 1 , ^ > 1 ; 
III. 7 = 0 , / - > ! ; 
IV. ч < 0 а > 1 ; 
V. ] > 0 Д < 1 . 
б) Все нетривиальные решения задачи (6.1), (6.2) являются 

неколеблющимися, если выполнено I или И, не имеют нулей, 
«если выполнено III или IV, и колеблютяс, если справедливо V. 

в) В случаях I и II для любого целого неотрицательного / 
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существует решение задачи (6.1), (6.2) ровно с / нулями на 
]0, +оо[ , в случае III эта задача имеет единственное с точ­
ностью до знака решение, а в случаях IV и V для любого и0& 
б]—1, 1[ найдется ее решение и такое, что w(O-j-) =u0. 

Приведенное утверждение является следствием теорем 
6.1—6.6, доказываемых ниже. Попутно мы устанавливаем и 
некоторые другие свойства решений задачи (6.1), (6.2). 

6.1. Предварительные замечания. Если и: /{to}R, / с : 
{subset}] 0 ,+oo[ ,— решение уравнения (6.1), то под Vu мы будем 
подразумевать функцию, определенную на J равенством 

^«(-)----j«/40 + xb-|a(0lM"1--^(0. (6.3) 
Ниже нам понадобятся несколько простых утверждений, ко­

торые для удобства дальнейшего изложения формулируются в 
этом пункте в виде лемм. 

Л е м м а 6.1. Любое решение и: ]а, fr[{to}R, 0 < a < b < + o o , 
уравнения (6.1) можно продолжить на промежуток ]0, +оо[. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для ;\{le}l лемма вытекает из общей 
глобальной теоремы существования (теоремы Уинтнера). 

Пусть w:]a,b[{to}R — решение уравнения (6.1), где %>]. 
Поскольку 

V'a(t)^-l-u'°(t), (6.4) 

из неравенства 

-—-Tx^+ I — - 2 - x 2 > - i при x > 0 , %>1 (6.5) 

получаем 

\V'u(t)\<^l(va(t)+l) при a<t<b. 

Таким образом, согласно теореме о дифференциальном нера­
венстве (см., например, [18]., стр. 48), функция Vu ограничена 
в интервале ]а,Ь[. Отсюда следует, что и можно продолжить 
за этот интервал. Лемма доказана. 

Л е м м а 6.2. Пусть и : ]0, +оо [{to}R — решение уравнения 
'(6.1), u(ta)=c и a ' W — 0 , где г-е]0,+оо[, а сб{—1, 0, 1}. 
Тогда это решение — стационарное (т. e. u(£)==. с). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что достаточно рассмотреть 
случай, когда Л < 1 , с = 0. В этом случае из (6.3), (6.4) имеем 

iv-;(t)|<—f--v-B(-) 
для всех t, достаточно близких к t0. Значит, Vu(£)==0. Лемма 
доказана. 

Л е м м а 6.3. Пусть u:]0,+{infty}[{to}R— нестационарное реше­
ние уравнения (6.1). Тогда функция Vu : ]0, +{infty}[{to}R строго 
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возрастает, если ] < 0 , тождественно равна постоянной, если 
4 = 0, и строго убывает, если ^ > 0 -

Это утверждение прямо следует из (6.4) и леммы 6.2. 
Л е м м а 6.4. Если и : ]0,+{infty}[{to}R — нетривиальное решение 

задачи (6.1), (6.2), то 
V«('+•-») =« '(+оо) = 0, sign Vu(-) = sign у. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 6.3, существует пре­
дел Vu(+{infty}). Таким образом, Vu(+oo) -=«'(+оо) =0 . Остается 
еще раз применить лемму 6.3. 

6.2. Случай ч>0> %>1. Отметим, что этот случай наиболее 
важен с точки зрения приложений. 

Т е о р е м а 6Л. Пусть •у>0> &>1, a w:]0,+{infty}[{to}R—не­
тривиальное решение задачи (6.1), (6.2). Тогда и — неколеб­
лющееся, 

и(«(£)~(— l)ict-*"ert при *-*-+«. (г=0, 1) (6.6) 

Л :/3:/з=[Т+3->.(т-1)] : [2(А+1)] : [(?+1) (^-Щ (6.7) 
где с — ненулевая постоянная, а 

+ 00 -+00 -\-СО 

/--. J tyt£-(t)dt, /2= J ty \u(t)\wdt, /3 = j tV(t)dt. 
о о о 

Из (6.7) прямо вытекает 
С л е д с т в и е . При у>1 и Я|>(7+3)/(7—1) задача (6.1), 

(6.2) не имеет нетривиальных решений. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6.1. Если решение и за­

дачи (6.1), (6.2) —колеблющееся, то существует точка 
toe]0>+°°[ такая, что 0<.|«( t0) | < 1 , и' (to) =0 , а значит, и 
Vu(to) <.0, что противоречит лемме 6.4. Итак, и — неколеблю­
щееся. 

Далее, в силу (6.2) и леммы 6.4, 

для всех достаточно больших t, что, как нетрудно проверить, 
влечет справедливость неравенства 

| u(t) | {le}i<e-f/2 при t > 0 , 
где К — некоторая постоянная. Следовательно, по теореме Ма-
теля (см., например, [18}, стр. 107) линейное дифференциаль­
ное уравнение 

хр = — 1 v'+v — \и (t) f"^ 

имеет фундаментальную систему решений .(v, v0) такую, что 
~v{i) (t) ~ t _ v ' V , 4 ° (t) ~ (- 1 ) ' r v / V * при t {to} + со 

(i = 0 , l ) . (6.8) 
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Поскольку и также является решением этого уравнения и удов­
летворяет (6.2), найдется отличная от нуля постоянная с, для 
которой u(t)s=cv0(t). Отсюда следует (6.6). 

Наконец, подставив .решение и в уравнение (6.1), умножив 
обе части полученного равенства на F+lu'(t), а затем проинте­
грировав их на промежутке ]0,+{infty}[, с учетом (6.2) и (6.6) 
приходим к равенству 

(7+-1)Л——^ 1 - /2 + (7 — 1)/з = 0. (6.9> 
То же, но с умножением на Putf), дает равенство 

-W2+->=0. (6.10) -
Из (6.9) и (6.10) следует (6.7). Теорема доказана. 

Теорема 6.2. Если либо у > 1 и 1 < ^ < (7+3)/('У- 1), ли­
бо 0<Y{le}1 и Х>1, то для любого целого неотрицательного / 
задача (6.1), (6.2) имеет решение и: ]'0+{infty}[{to}R равно с / 
нулями. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ig{0, 1, . . . } . Построим последо­
вательности (tn)t™i и (Tn)t™i так, чтобы выполнялись соотношения 

0 < t „ < ~ ' К-7 ,
Я< + оо . (/1=1,2, . . .) 

и 
ifn{to}0, ~n{to}+oo при n{to}+{infty}. 

Тогда, согласно следствию 4 работы [98], для любого нату­
рального п уравнение (6,1) при краевых условиях 

и'(*„)-0, «(7 ,0-0 
имеет решение ип ровно с / нулями в ]tn, Tn[- Лемма 6.1 позво­
ляет считать, что ип задано на ]0, +оо[. 

В силу леммы 3 из [98], существует постоянная ц такая, что 
|«n(T,i) | + |w/(i:n) |{le}r) (п=1,2,---), 

где хп — некоторые точки сегмента ['/2,1]. Таким образом, из 
(6.3) и леммы 6.3 имеем 

VUn(t)>VUii(Tn)>0 иря 0<t<Tn (n-=l,2,...) (6.11) 
и 

Vun(t)<Vun(rn)<ix при t > l (n—1, 2, . . . ) , (6.12) 
где 

!а = Т ^ + Т^Тт1А+1-
Ввиду (6.12), 

\an(t)\-\-\u'n{t)\<r0TipH t>l (я—1,2, . . . ) , (6.13) 
где г0-некоторая постоянная. Докажем существование такой 
постоянной г, что 
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|«„(t) |<r при t > t „ (n= l , 2, . . . ) . (6.14) 
Действительно, согласно (6.3) —(6.5), 

V'Un(t)>-^(yan(t) + ±)nVKt>0 (п=1,2, ...). 
Отсюда для любого натурального n, по теореме о дифферен­
циальном неравенстве, имеем 

0<K«„(2) + -j{le}-—-(ii + -j) при 0<t{le}l, 

а значит, 

К ( 0 | < - ^ К ^ Й - Т при 0 < t < l . 

Если7<1. то из последнего неравенства, учитывая (6.13), 
получаем (6.14) с 

Г - г о Н j — — - • 

Если же y = 1, то, в силу того же неравенства, находим 
\un(t)\<r0—Y~2p,-{-llnt при 0<t<\ (n-1, 2, . : . ) , 

и, как вытекает из (6.1), в этом случае можно положить 
1 

г = г0 + j (l + г0 -1/2^1+1 Jn t)* dt. 
о 

Теперь предположим, что 7>- - С помощью рассуждений, 
примененных при выводе (6.9) и (6.10), убеждаемся в справедли­
вости равенств 

(l + ^)^u--^i^hll + (y~\)I3n^2(tl+lVun{tll)-VUn(l)) 

и 
-^- / 2 „+/ 3 e -=«; ( - )a„( i ) . (6.15) 

где ne{l>2, . . . } , 
1 1 . 1 

/ i „ = j tyal(t) dt, Iia = j f J un (t) |*+- dt, / a „= j Ptt'l (t) dt. 

Следовательно, \ 

+ (Y-l)«;(l)a«(l). 
С другой стороны, согласно неравенству Гельдера, 
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Эти соотношения, в силу (6.11) —(6.13) и условий доказываемой 
теоремы, влекут существование такой ПОСТОЯННОЙ Q, что 

-4 .<Q(f t -1 ,2 , . . . ) . 
Тогда, в силу (6.13) и (6.15), 

A„+/sB</"5+Q (Яб=1,2, . . . )• (6.16) 

Зададим натуральное п и обозначим через v„ и v0 решения 
линейного уравнения 

-Э»'=.._1ч- / + '0) (6.17) 

удовлетворяющие условиям 
«„('-)=-. < ( ^ ) = 0, ^(1) = 0, *>0(1) = 1. 

Так как 
М * ) > 1 . - ;(*)>0 при *>*„, (6.18) 

имеем v"n (t) <•»„(t) и, по теореме о дифференциальном неравенст­
ве, 

Далее, 
vn(t)<j(ei-i"-\-et'l~t)<2 при t , . < t < L 

i)0(t)<0, _o(0> 1 при 0<2f < 1 

(6.19) 

^о(0—=——j' 

Следовательно, 
<v-

•J(——---—Tjw0(s)s^d.5 

^ - M - O o W K — = Г 1 + J |-оь(s) | sv rf.s I при 0 < t < 1 . 

В силу леммы Гронуолла —Беллмана (см., например, [18], 
стр. 49), получаем 

где 

«0(*)| <--—--- при 0<t<h 

d-^r^{-^hr)-

(6.20) 

* Заметим, что (6.17) не имеет нетривиальных решений, удов­
летворяющих краевыми условиям <v' (tn) = 0, г»(1)-=--0. Значит, по 
формуле Грина, 
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я» V)=-—— «в (1) vn (0 — ^0 (t) | •*„ (т) тч | а. (-:) |*-- и„ (t) dt— 

- г»я (*) j *><, (t) tv | «„ (т) I*-1 a. (T) dt при *„ < t < 1 . 

Отсюда, ввиду (6.13) и (6.18) —(6.20), 

|M-)l<2ro + 2 d ( — - J %v \ип(т)\Ыч+§%\un(x)\bdx)(6.2l) 

при t„<f{le}l. 
Подберем положительное число s, удовлетворяющее не­

равенству 
• e < 3 + Y - X ( T - D . ( 6 . 2 2 ) 

В силу условий доказываемой теоремы, правая часть этого не­
равенства положительна, а значит, выбор & возможен. 

ПОЛОЖИМ 

v - - ^ = — 8 ( / - 1 ) ( / = = 1 , . . . , k), 
(6,23) 

i / r g + Q , 2Q̂ rf 
Qi=-r„+ ^ -£—-• Q / + 1 - 2 r 0 + 2 _ g _ ( [ „ 1 ) V i (/ = 1 k), 

где k — наименьшее натуральное число такое, что 

А>——-2е -

Заметим, что, согласно (6'ЛЗ), (6.16), (6.23) и неравенству 
Коши—Буняковского, 

1 / 1 у/2 
|a / l(t)|<|a»(1)| + J | t t ; ( t ) | d t < r + ( / 8 B j 'T -^ t l <Q1rVl 

при t „ < i < l . 
Предположим, что £ > 1 , /6{1. •••, k — 1} и 

l'«/i(t)|<Q/t~Vy ПРИ A < t < l -
Тогда, ввиду (6.21)- (6.23), 

IК(-) I < 2r0 + 2QV f —— j xv"^rft + J T^^dT J < 
l 

< 2r0 + 2Q)drV/+1 J x1-£-^-1)v 'dt<Q ;+ ir
Vy+1 при *«.<*< 1. 

о 
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Отсюда следует, что 
\un(t)\<Qkt~4 при t „ < ^ < l . 

Вновь применяя (6.2.1) — (6.23), получаем 
|«n(t)|{le}Qft+i при tn{le}t{le}1; 

Это, в силу (6.13) и неравенства Q/.+1>ro, означает справедлив 
вость (6.14) cr-=Qft+i. 

Таким образом, существование постоянной г, для которой 
верна оценка (6.14), доказано для всех допустимых значений у 
и Я. 

Как следует из (6.14) и определения ип, 
K (91 <(-+'')*•< ПРИ t>tn~(n=\,2,l...). (6.24) 

Значит, не нарушая общности, можно допустить существование 
такого решения и:]0, -|-oo[{to}R уравнения (6.1), что и'(0+)=-0, 
и и и' — соответственно равномерные пределы последователь­
ностей («„)+"; и (u'n)i™t на каждом сегменте [из ]0, + со [ иг 
кроме~того, и„(^)->м(0 + ) при «{to} + оо. Поскольку, ввиду (6.11), 

_j 
\Un(t^\>}hf^f~1(n^h2,...), (6.25) 

решение и не является тождественным нулем. 
Заметим, что число нулей и на [0, +оо[ не может превы­

шать I, ибо в противном случае ип при достаточно больших п 
также имели бы более Г нулей. Следовательно, и не меняет 
знака в некоторой окрестности +{infty}. 

Если решение и не является монотонным при достаточно 
больших значениях аргумента, то найдется точка ?g]0, -j- со [, для 
которой «'([) = 0 и и"(t)a(t)>0. Согласно (6.1), в этом случае. 
|и(?) |<1 и поэтому Vu(fj<0. Последнее неравенство противо­
речит (6.11), так как 

Vun(t)-^VAt) при л->- '+- (6.26) 
равномерно на любом сегменте, содержащемся в ]0,+оо[. 

Итак, и 'монотонно в некоторой окрестности +оо. Ввиду 
(6.14), существует конечный предел w(-|-°o). С другой стороны, 
по лемме 6.3, предел V«(+{infty}) также существует. Значит, ввиду 
(6.1) и (6.3), ц/(+оо)---0 и и(+оо)е{—1,0, 1}. Но если 
j«(4-oo) | = 1, то Vu(/)<0 при достаточно больших t, что как 
мы уже видели, невозможно в силу (6.11) и (6.26). Следова­
тельно, и удовлетворяет краевым условиям (6.2). 

Остается проверить, что и имеет ровно I нулей на ]0, +оо[. 
По теореме 6.1, существует такое число К, что 

\и(1)\<Ке-* при t>;0. 
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Согласно упоминавшейся выше теореме Мателя, уравнение (6.17)'' 
имеет фундаментальную систему решений (-.о, -т>0). удовлетворяю­
щую (6.8). Не нарушая общности, можно считать, что 

•о'(1) = 0. (6.27) 
Тогда 

п г Г д а е ' < ^ ) < М Г " 2 е ' при t > l , (6.28) 
где т и М — положительные постоянные. 

Пусть с.б]0, 1[ и сЛ>1. Подберем число Г0 так, чтобы. 
выполнялись неравенства 

- " о > 2 ^ ] / ^ 1 , (6.29> 
и(Т0)и'(То)<О, \и(Т0) |<(1 _a-)-«*-i> 

и 

где 

L^~\roe-YK \ tll2eU-«Wdt). (6.31>. 

Очевидно, 
иДГоК(Г0)<О, \ип(То)1<(1-^У^^ (6.32): 

и 
\u„(t)\<Ker* при l < t < 7 ,

0 , (6.33> 
ели только /г>йо и «0 — достаточно большое натуральное число. 

Зафиксируем nQ{n0, щ-\-1, ...} и обозначим через s0 наимень­
ший нуль ип в промежутке ]Г0, 7,,]. Как следует из (6.11) и (6.32),. 

un(t)un(t)<0, \un(t)\<(\ — a?)/^-D п р и T0<t<s0. 
Отсюда 

щг (t)>a^ /(t) при T0<t<sQl 

я, согласно (6.33), получаем: 
|M*)l<IM-^o)|e-a( '-7 ,°><-^e-a ' при r0<2.<So. (6.34> 

Заметим, что у равнение (6.17) не имеет нетривиальных реше­
ний, удовлетворяющих краевым условиям г>'(1)=-0, о (s0)-=0.. 
Поэтому ' 

и'{\) .. 

vt0) w v(\)Vl(\) 
o(^)ja(t)n;v|« ; !(t)^-i^(t)dt + 

So 

+ v(t) j x)x (т) тЛ' | un (т) \*-% (x) dx при K t < s 0 , (6.35) 
t 
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где 
vl(t) = v(s0)vo(t)—v0(sQ)v(t). 

Ввиду (6.27) и (6.28), 
| v[ (1) |----- | о (s„) v'0 (1) I> / M o - W I ^ (1) |. 

С другой стороны, по формуле Лиувилля, 
o;(.s0)=5(1)^(1)s0-v. 

Таким образом, с учетом (6.13), (6.28) и (6.33)— (6.35) имеем 
|a;(so)|<.£s0-v/-e---, (6.36) 

где L определено равенством (6.31). 
Предположим, что .s0<r,.. Тогда из определения и„ следует 

существование точки s-.G]So. Т„[, удовлетворяющей условиям 
• |an(5i)|=-l, 0<|м / г(0|<1 при s0<t<sx. (6.37) 

Согласно (6.1), 
«л(ОК(*)>° ПРИ s0<i'<si. (6.38) 

Пусть т.—точка минимума функции \и'п\ на сегменте [s0, si]. 
В силу (6.3) и (6.11), 
< (t)>tii(t)-j^\un(t)\W>±=\ ul(t) при 5 о < ^ < 5 1 , (6.39) 

т. е. 

i<wi>i««Mi)/^>i«;wi(---*a)|/j=f.-
Ввиду (6.29), 

So ^ 1 
. "» 2 ' 

Далее, из (6.1), (6.37) и (6.38) имеем 

f j t t ; ( - ) i > - j K W i П Р И 5o<t<-?i. 
Поэтому 

Kooi .... /-о ,v 1 

В силу (6.30), (6.36) и (6.37), существует sG]s0> Si[ такая, что 

VT$=i)tt'*(So)="Ua(s)- (6,41) 

Учитывая (6.40) и неравенство 

I--л ДО | > К ( т ) Us — So). 
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получаем 

V Щ=Т) I U'n (5°) I > "V I й» (50) I (5 - -So). 
Значит, согласно (6.29), 

-9->-2- (6.42> 
Как следует из (6.38), (6.39), (6.41) и леммы 6.3, 

1 \ ,г 
г — - - и , , (<?-)== 
прй S < ^ < - ! . 

< W > 4 (5) Т+Т - 7 < <So) - 7 Vu"(5o) > I ^ { i ) 

Отсюда 
K^)=-}<V)<-]-V«n(t)--$^ul(t) при *<*<*, 
и, по теореме о дифференциальном неравенстве, 

Van(Sr)< ^.W-4^rrJ«£W^ (6.43) 

Ввиду (6.30), (6.36) и (6.41), существует s2Q]s, Si[ такая, что 

|M«(S2)| —Y' 2 " < К ( 0 1 < - ПРИ S2<t<S!. 
I 

Согласно (6.13), 

Таким образом, применяя (6.30), (6.36), (6.42), (6.43) и лемму 6.3Г 
получаем 

VUn(Sl)<^[L4l-ye-^-^=^\<0t 

что противоречит (6.11). Следовательно, so= Тп, т. е. при 
п^По решение ип не имеет нулей в )То, Тп[. 

С другой стороны, с помощью (6.24) и (6.25) заключаем, что 
для некоторого to>0 нули ип(п==1,2,---) не могут принадлежать 
и ]̂ n, d̂[. Итак, и имеет ровно I нулей на ]0,+{infty}[. Теорема до­
казана. 

6.3. Другие случаи. При y{le}0 и Я > 1 вопрос о разрешимости 
задачи (6.1), (6.2) решается довольно просто. 

Т е о р е м а 6.3. Пусть у=0, Х > 1 , а «о• ]0, +{infty}[{to}R— реше­
ние уравнения (6.1) при начальных условиях 

иф^(±+±У>^\ в/(о+)-о.. 
Тогда и- монотонно убывает, «о(-[- оо) = 0 и задача (6.1), (6.2) 
не имеет нетривиальных решений, отличных от ио и — % 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 6.3, VUa (t) = 
-=\/Uo(0 + ) — 0. Отсюда следует, что ий убывает и и 0 ( + оо)=-=0. 

Далее, если и — нетривиальное решение задачи (6.1), (6.2), 
то, по лемме 6.4, Vu(t)ss.O, т. е. | и ( 0 + ) |—ио(0+). Теорема до­
казана. 

Т е о р е м а 6.4. Пусть ;у<0 и Я > 1 . Тогда нетривиальные 
решения задачи (6.1), (6.2) не обращаются в нуль на ]0, 
•+оо[, причем для любых t0QR+ и и0в[—1, 1]\{0} существует ре­
шение и этой задачи такое, что 

и.у0+)=и0, u(t)u'(t)<0 при t>t0. (6.44) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Первая часть заключения теоремы 

вытекает из леммы 6.4. 
Если /0-R+ и щв[—1, 1]\{0}, то, в силу теоремы 5.8! и лем­

мы 6.1, уравнение (6.1) имеет решение w:]0, + oo[{to}R, удов­
летворяющее условиям (6.44). Очевидно, u(+oo)-=w/(+oo) =0. 

По лемме 6.3, V-u(^)<V-i(+{infty})i=0..Отсюда 
i «м ^l^ + l We.--1) -^ п 
|и(01<(—51—-J ПРИ *>°> 

и, решая уравнение (6.1) как линейное относительно и', убеж­
даемся, что и/(0+)= 0. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Полагая в (6.44) to-=Q, мы получаем реше­
ние, монотонное на всем ]0, +оо]. Но при у < 0 и ! > 1 задача 
(6.1), (6.2) может-иметь'и немонотонные решения. Например, 
легко проверить, что если у<.—1, ^о>0, а щ=\, то решения 
(6.1), (6.44) не являются монотонными на ]0, +оо[ . 

Теперь рассмотрим случай, когда Х^.\. Из леммы 3 работы 
[98] и, приведенной выше леммы 6.4 вытекает следующая 

Л е м м а 6.5. Если к<1, то все нетривиальные решения за­
дачи (6.1), (6.2) колеблются. 

Т е о р е м а 6.5. Пусть y > 0 и Х < 1 . Тогда для любого no1-
•3]—1, 1[ существует решение и задачи (6.1), (6.2) такое, что 
и(0+) = «о. Более того, если и — нетривиальное решение зада­
чи (6.1), (6.2), то и колеблется и «(0+)eJ— 1, 1[\{0}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зададим и0&]— 1, 1{\{0}. Согласно 
следствию теоремы 5.1 из [18], уравнение (6.1) имеет решение 
и : JO, -|-oo[{to}R, удовлетворяющее начальным условиям 

и(0+) -Ио , « ' ( 0 + ) = 0 . 
Если t00> и при этом |« 0 | {le}|«(to) | < 1 , то V«.(̂ o)sS-

>Vt t (0+) , что противоречит лемме 6.3. Поэтому 
| а ( 0 | < | и о | < 1 при t > 0 , (6.45) 

определенная равенством (6.3) функция Vu положительна на 
]0, +оо[ и по лемме 6.3, существует конечный предел §= 
= l /u(+~). Следовательно, 

0 < £ < М 0 < 1 М 0 + ) при t>0. (6.46) 
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Пусть и не является колеблющимся. Тогда, в силу (6.1) и 
(6.45), и монотонно в некоторой окрестности +{infty} и u(-j-oo) — 
= 0. Это, согласно лемме 6.5, противоречит нашему допущению, 
так что и колеблется. 

Положим 

Из (6.46) имеем 
йА(*я)>2Р (в-1,2, . . . )» (6.48) 

где 7 , < t i < t 2 < . . . и 
и (*„)=•• 0, u{t)^0 при tn<t<tn+l (n = l ,2 , . . . ) . 

Обозначим через s-„ и s2n точки полуоси R+, удовлетворяющие 
условиям 

Sin<tn<s%1, ii/S(sy„)==p, u'\t)>$ при sln<t<s2n (6.49) 
(/==1,2; я=-1, 2,. . .). 

Согласно (6.1) и (6.45), 
\u'(tn)\<\u.'(sln)\ + tn-sln (л.= 1,2,...). 

Поэтому, учитывая (6.48) и (6.49), получаем 
s2n-suytn-sln>V^[V2-\) (п=-1,2,...). (6.50) 

Далее, из (6.45), (6.46) и (6.49) вытекает, что 
•Г<ТТт1йМ1"+1-1и2(^)<1КМ1 (/--1.2; п=1,2,...). 
Так как и' обращается в нуль на [s2„, Sin+1] ЛИШЬ однажды 

. |й(01>|" при 52 n<t<s l l ,+ 1 (№==1,2,...). (6.51) 
Заметим, что, в силу (6.46), 

u'*(t)<2Va(0-\-)<\ при *>0.' 
Следовательно, из (6.1), (6.45), (6.46) и (6.51) имеем 

1^(^)1>(1Г(1-^-Л)-+-=1^г(1-^) ПРИ ^< '<^ + -
(«==1,2, . . . ) . 

Отсюда, ввиду (6.49), 

У"Т>-^ (1-й^)К г -^ + 2 - ; | ( /-1,2; n=-1,2,...), 
где T)„6[S2„, sb+i]. и u'(r\n) = 0. Итак, 

РЧ---0 
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Согласно (6.45) и (6.49), 
VT(S2n—sln)<\u(s2n)—u.(sln)\<2 («=1,2,...), 

т. е. 

Значит, 

где 

•San — sln < 77=f- («= -1 .2 , . . . ) • 
У Р 

5 i n + i - 5 l n < | ( / г = 1 , 2. . . . ) , (6.52) 

2^+2 Ур - 2_ 
р*(1—«J—*•) + у т 

Из (6.4) с помощью (6.49), получаем: 

^ ( - : )< 1 / „ (0 + )-PY{sum}lngnpHt>0, (6.53) 

причем m(t)=max{h:s2n<t}. В силу (6.50) и (6.52), 

— - Г - > *„ + («-1)6 ( я - 1 . 2 , . . . ) . 

+« 
Если р > 0 , то ряд _^.(s2„-—s1„)/.s1„ расходится и, согласно (6.53), 

Л- - .1 

^ а ( 0 < 0 йри достаточно больших U что противоречит (6.46). 
Таким образом, р = 0 , т. е. и удовлетворяет краевым условиям (6.2). 

Рассмотрим теперь произвольное нетривиальное решение и 
задачи (6.1), (6.2). Согласно леммам 6.3 и 6.5, и, колеблется и 
и(0-}-)Ф0. Если допустить, что [ и ( 0 + ) | > 1 , то из (6.1) полу­
чим соотношение u(t)u'(t)~>0 при £>0, противоречащее опре­
делению и. Равенство | и ( 0 + ) | = 1 также невозможно, посколь­
ку приводит к тождеству |ы(^)| = 1 (см., например, теорему 5.2 
из ![18]). Следовательно, и(0+)6]-— 1, . 1[\{0}. Теорема дока­
зана. 

Чтобы завершить рассмотрение всех интересующих нас зна­
чений у и %, остается доказать следующее утверждение. 

Т е о р е м а 6.6. Если либо А,<1 и y{le}0, л и б ° ^= 1> то зада­
ча (6.1), (6.2) не имеет нетривиальных решений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть "•.,< 1 и Y-{le}0> а " : ]0> +oo[{to} 
{to}R—нетривиальное решение задачи (6.1), (6.2).. По лемме 6.5, 
и — колеблющееся. Тогда, в силу леммы 6.2, определенная ра­
венством (6.3) функция Vu принимает положительные значения 
в' любой окрестности +оо. Это, однако, противоречит лемме 6.4. 
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При К—I достаточно рассмотреть общее решение уравнения 
(6.1), которое в этом случае выписывается явно. Теорема до­
казана. 

Обзор работ, посвященных задачам типа (6.1), (6.2), со­
держится в [1]. 
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