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� 1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷. Ïðåäëàãàåìàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êðàåâîé çàäà÷è

dui
dt

= fi(t, u1, u2) (i = 1, 2), (1.1)

φi

(
u1(a), u2(a), u1(b), u2(b)

)
= 0 (i = 1, 2), (1.2)

ãäå fi : [a, b]×R2 → R (i = 1, 2) � ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ëîêàëüíûì óñëîâèÿì Êàðàòåî-
äîðè, à φi : R4 → R (i = 1, 2) ñóòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå â ïðîñòðàíñòâå
R4 îäíîìó èç äâóõ íåðàâåíñòâ(

φ1(x1, x2, x3, x4)− x1
)
x2 −

(
φ2(x1, x2, x3, x4)− x3

)
x4 ≤ γ; (1.3)(

φ1(x1, x2, x3, x4)− x1
)
x2 −

(
φ2(x1, x2, x3, x4)− x4

)
x3 ≤ γ, (1.4)

ãäå γ = const ≥ 0 .
Îòäåëüíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà fi(t, x1, x2) ≡ fi(t, x3−i) (i = 1, 2) è ëèáî

φ1(x1, x2, x3, x4)=x1−µx4+ψ1(x2) , φ2(x1, x2, x3, x4)≡x3−µx2−ψ2(x4) , ëèáî φ1(x1, x2, x3, x4) =
x1−µx3+ψ1(x2) è φ2(x1, x2, x3, x4) ≡ x4−µx2−ψ2(x3) , ò.å. ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà (1.1) èìååò
âèä

du1
dt

= f1(t, u2),
du2
dt

= f2(t, u1), (1.5)

à êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2) � îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ

u1(a) = µu2(b)− ψ1(u2(a)), u1(b) = µu2(a) + ψ2(u2(b)); (1.21)

u1(a) = µu1(b)− ψ1(u2(a)), u2(b) = µu2(a) + ψ2(u1(b)), (1.22)

ãäå µ � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, à ψi : R → R (i = 1, 2) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
òàêèå, ÷òî

xψ1(x) + yψ2(y) ≤ γ ïðè (x, y) ∈ R2. (1.6)

Â ðàññìàòðèâàåìûé íàìè êëàññ êðàåâûõ óñëîâèé âõîäÿò, íàïðèìåð, õîðîøî èçâåñòíûå
äâóõòî÷å÷íûå, ïåðèîäè÷åñêàÿ è àíòèïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâûå óñëîâèÿ

u1(a) = 0, u1(b) = 0; (1.23)

u1(a) = 0, u2(b) = 0; (1.24)

u1(a) = u1(b), u2(a) = u2(b); (1.25)

u1(a) = −u1(b), u2(a) = −u2(b). (1.26)

Êðàåâûì çàäà÷àì âèäà (1.1), (1.2) (â ÷àñòíîñòè, çàäà÷àì (1.1), (1.2k) (k = 1, . . . , 6) ) ïîñâÿùåíà
îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì., íàïð., [1]�[17] è ïðèâåä¼ííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ). Òåì íå ìåíåå,
â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1.1) ÿâëÿþòñÿ áûñòðî ðàñòóùèìè ïî ôàçîâûì ïåðå-
ìåííûì ôóíêöèÿìè, óïîìÿíóòûå çàäà÷è îñòàþòñÿ ïîêà åù¼ ìàëî èçó÷åííûìè. Ïðèâåä¼ííûå
íèæå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ èìåííî ê ýòîìó ñëó÷àþ.
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1.2. Çàäà÷à (1.1), (1.2). Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè
îáîçíà÷åíèÿìè. R+ = [0,+∞[ ; M([a, b] × R+) � ìíîæåñòâî ñóììèðóåìûõ ïî ïåðâîìó àðãó-
ìåíòó è íåïðåðûâíûõ è íåóáûâàþùèõ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ôóíêöèé ω : [a, b] × R+ → R+

òàêèõ, ÷òî ω(t, 0) ≡ 0 ; D0(x0) = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x1x3 > 0, |x1| ≥ x0, |x3| ≥ x0} ;
D(x0) = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : |x1|+ |x4| ≥ x0, x1x3 > 0} ∪ {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : |x1|+ |x4| ≥
x0, x2x4 > 0} . Åñëè ui0 : [a, b] → R (i = 1, 2) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, òî ïîä Ur(u10, u20)
ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé (u1, u2) : [a, b] → R òàêèõ, ÷òî
|u1(t)− u10(t)|+ |u2(t)− u20(t)| < r ïðè a ≤ t ≤ b .

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1.1), (1.2) ðàññìîòðèì âîçìóù¼ííóþ çàäà÷ó

dui
dt

= fi(t, u1, u2) + ηi(t, u1, u2) (i = 1, 2), (1.7)

φi

(
u1(a), u2(a), u1(b), u2(b)

)
+ ζi

(
u1(a), u2(a), u1(b), u2(b)

)
= 0 (i = 1, 2), (1.8)

è ñëåäóÿ [4] ââåä¼ì
Îïðåäåëåíèå 1.1. Çàäà÷à (1.1), (1.2) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè îíà èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå (u10, u20) è äëÿ ëþáûõ ÷èñåë r > 0 , ε ∈ ]0, r[ è ôóíêöèè ω ∈ M([a, b] × R+)
íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ òàêîå, ÷òî êàêîâû áû íè áûëè ôóíêöèè èç êëàññà Êàðà-
òåîäîðè ηi : [a, b] × R2 → R (i = 1, 2) è íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ζi : R4 → R (i = 1, 2) ,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

2∑
k=1

∣∣∣∣
t∫

a

ηk(s, x1, x2) ds

∣∣∣∣ ≤ δ,

2∑
k=1

∣∣ηk(t, x1, x2)− ηk(t, y1, y2)
∣∣ ≤ ω

(
t, |x1 − y1|+ |x2 − y2|

)
ïðè a ≤ t ≤ b,

2∑
k=1

∣∣xk − uk0(t)
∣∣ ≤ r,

2∑
k=1

∣∣yk − uk0(t)
∣∣ ≤ r,

2∑
k=1

∣∣ζk(x1, x2, x3, x4)∣∣ ≤ δ ïðè
2∑

k=1

(
|xk − uk0(a)|+ |x2+k − uk0(b)|

)
≤ r,

çàäà÷à (1.1), (1.2) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå (u1, u2) ∈ Ur(u10, u20) è êàæäîå òàêîå ðåøåíèå

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
2∑

k=1

|uk(t)− uk0(t)| < ε ïðè a ≤ t ≤ b .

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü φ1 è φ2 óäîâëåòâîðÿþò ëèáî óñëîâèþ (1.3), ëèáî óñëîâèþ (1.4), ãäå
γ = const ≥ 0 . Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò hi ∈M([a, b]×R+) (i = 1, 2) , ñóììèðóåìûå
ôóíêöèè h0i : [a, b] → R+ (i = 1, 2) , h : [a, b] → R+ è ïîñòîÿííûå ℓ ≥ 0 , δ > 0 è x0 > 0
òàêèå, ÷òî

fi(t, x1, x2)x3−i ≥ hi
(
t, |x3−i|

)
− h0i(t) ïðè a ≤ t ≤ b, (x1, x2) ∈ R2 (i = 1, 2), (1.9)

|fi(t, x1, x2)| ≤ ℓh3−i

(
t, |xi|

)
+ h(t) ïðè a < t < b, xi ∈ R, |x3−i| ≤ δ (i = 1, 2) (1.10)

è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé

b∫
a

hi(s, x0) ds > γ +

b∫
a

(
h01(s) + h02(s)

)
ds (i = 1, 2); (1.11)

b∫
a

h1(s, x0) ds > γ +

b∫
a

(
h01(s) + h02(s)

)
ds,

2∑
k=1

∣∣φk(x1, x2, x3, x4)
∣∣ > 0 (1.12)

ïðè (x1, x2, x3, x4) ∈ D0(x0),
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2∑
k=1

∣∣φk(x1, x2, x3, x4)
∣∣ > 0 ïðè (x1, x2, x3, x4) ∈ D(x0). (1.13)

Òîãäà çàäà÷à (1.1), (1.2) ðàçðåøèìà.
Çàäà÷è (1.1), (1.21) è (1.1), (1.22) áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ñëó÷àå, êîãäà âìåñòî (1.12) è

(1.13), ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

b∫
a

h1(s, x0) ds > γ +

b∫
a

(
h01(s) + h02(s)

)
ds, µ = 0, |ψ1(x)| ≤ x0 ïðè x ∈ R; (1.121)

b∫
a

h1(s, x0) ds > γ +

b∫
a

(
h01(s) + h02(s)

)
ds, µ ≤ 0, |ψ1(x)| ≤ x0 ïðè x ∈ R; (1.122)

µ ≤ 0, |ψ1(x)|+ |ψ2(x)| ≤ x0 ïðè x ∈ R. (1.13′)

Èç òåîðåìû 1.1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò hi ∈M([a, b]×R+) (i = 1, 2) , ñóììèðóåìûå ôóíêöèè

h0i : [a, b] → R+ (i = 1, 2) , h : [a, b] → R+ è ïîñòîÿííûå ℓ ≥ 0 , γ ≥ 0 , δ > 0 , x0 > 0
òàêèå, ÷òî íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè (1.6), (1.9) è (1.10) âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (1.11) è (1.121)
(îäíî èç óñëîâèé (1.11), (1.122) è (1.13 ′) ). Òîãäà çàäà÷à (1.1), (1.21) (çàäà÷à (1.1), (1.22) )
ðàçðåøèìà.

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, p0 ∈ R , à p : [a, b] → ]0,+∞[ � ñóììèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

du1
dt

= (1 + |u2|)−2u2 + p0(1 + |u2|)−1,
du2
dt

= p(t)u2m−1
1 (1.14)

âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.9) è (1.10), ãäå h1(t, x) = (1 + x)−2x2 , h2(t, x) = p(t)x2m , h10(t) = |p0| ,
h20(t) = 0 , ℓ = 0 , δ = 1 è h(t) = 1+|p0|+p(t) . Ïîýòîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (1.11) ïðè
γ = 0 è íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì x0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû |p0| < 1 . Îòñþäà
â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1 âûòåêàåò, ÷òî åñëè |p0| < 1 , òî çàäà÷è (1.14), (1.23) è (1.14), (1.25) ÿâëÿ-
þòñÿ ðàçðåøèìûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè |p0| ≥ 1 , òî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïðîèçâîëüíîãî ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû (1.14) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷è (1.14), (1.23)
è (1.14), (1.25) íå èìåþò ðåøåíèÿ.

Ïîñòðîåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â òåîðåìå 1.1 è â åå ñëåäñòâèè óñëîâèÿ, íàëîæåííûå
íà ôóíêöèè hi è hi0 (i = 1, 2) , ÿâëÿþòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îïòèìàëüíûìè.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1, òî îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è
(1.1), (1.2) ãàðàíòèðóåò åå êîððåêòíîñòü.

1.3. Çàäà÷è (1.5), (1.21) è (1.5), (1.22). Â ñëó÷àå, êîãäà fi(t, x1, x2) ≡ fi(t, x3−i) (i =
1, 2) , óñëîâèå (1.9) ïðèíèìàåò âèä

fi(t, x)x ≥ hi(t, |x|)− h0i(t) ïðè a ≤ t ≤ b, x ∈ R (i = 1, 2). (1.15)

×òî æå êàñàåòñÿ óñëîâèÿ (1.10), îíî àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî ïðè ℓ = 0 , δ = 1 è h(t) =
max{|f1(t, x)|+ |f2(t, x)| : |x| ≤ 1} . Ïîýòîìó èç ñëåäñòâèÿ 1.1 è òåîðåìû 1.2 âûòåêàåò

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò hi ∈ M([a, b] × R+) (i = 1, 2) , ñóììèðóåìûå ôóíê-
öèè h0i : [a, b] → R+ (i = 1, 2) , h : [a, b] → R+ è ïîñòîÿííûå γ ≥ 0 , x0 > 0 òàêèå, ÷òî
íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè (1.6) è (1.15) âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (1.11) è (1.121) (îäíî èç óñëî-
âèé (1.11), (1.122) è (1.13 ′) ). Ïóñòü, êðîìå òîãî, fi (i = 1, 2) ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèìè
ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ôóíêöèÿìè, à ψi (i = 1, 2) � íåâîçðàñòàþùèìè ôóíêöèÿìè. Òîãäà
çàäà÷à (1.5), (1.21) (çàäà÷à (1.5), (1.22) ) êîððåêòíà.

×àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (1.5) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà Ýìäåíà�Ôàóëåðà

dui
dt

=

mi∑
k=1

pik(t)|u3−i|λik sgnu3−i + qi(t) (i = 1, 2), (1.16)

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 40 � 6 2004



750 Êèãóðàäçå, Ìóõèãóëàøâèëè

ãäå λik = const > 0 , à pik è qi : [a, b] → R (i = 1, 2 ; k = 1, . . . ,mi) � ñóòü ñóììèðóåìûå
ôóíêöèè.

Ñëåäñòâèå 1.3. Ïóñòü

pik(t) ≥ 0,

mi∑
j=1

pij(t) > 0 ïðè a ≤ t ≤ b (i = 1, 2; k = 1, . . . ,mi), (1.17)

b∫
a

[ mi∑
k=1

pik(s)
]−1/λi

|qi(s)|1+1/λi ds < +∞ (i = 1, 2), (1.18)

ãäå λi = min{λik : k = 1, . . . ,mi} . Ïóñòü, êðîìå òîãî, ψ1 è ψ2 ÿâëÿþòñÿ íåóáûâàþùèìè
ôóíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ (1.6), γ = const ≥ 0 . Òîãäà çàäà÷è (1.16), (1.21) è
(1.16), (1.22) êîððåêòíû.

Èç ñëåäñòâèÿ 1.3, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.17) è (1.18), òî
çàäà÷è (1.16), (1.2k) (k = 3, 4, 5, 6) ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè.

� 2. Âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ

2.1. Ëåììû îá àïðèîðíûõ îöåíêàõ. Ïóñòü δ � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ℓ ≥ 0 ,

νδ(x) =

{
0 ïðè x > δ

1 ïðè 0 ≤ x ≤ δ
,

h̃i ∈ M([a, b] × R+) (i = 1, 2) , à h0i : [a, b] → R+ (i = 1, 2) è h̃ : [a, b] → R+ � ñóììèðóåìûå
ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ

u′i(t)u3−i(t) ≥ h̃i
(
t, |u3−i(t)|

)
− h0i(t) (i = 1, 2), (2.1)

|u′i(t)|νδ
(
|u3−i(t)|

)
≤ ℓh̃3−i

(
t, |ui(t)|

)
+ h̃(t) (i = 1, 2). (2.2)

Ïîä ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû áóäåì ïîíèìàòü âåêòîðíóþ ôóíêöèþ (u1, u2) ñ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûìè êîìïîíåíòàìè ui : [a, b] → R (i = 1, 2) , êîòîðàÿ ïî÷òè âñþäó íà [a, b] óäîâëåòâîðÿåò
äèôôåðåíöèàëüíûì íåðàâåíñòâàì (2.1) è (2.2).

Ëåììà 2.1. Ïóñòü γ è x0 � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà ïðîèçâîëü-
íîå ðåøåíèå (u1, u2) ñèñòåìû (2.1), (2.2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u1(b)u2(b)− u1(a)u2(a) ≤ γ, (2.3)

min
{
|ui(t)| : a ≤ t ≤ b

}
≤ x0 (i = 1, 2), (2.4)

äîïóñêàåò îöåíêè
|ui(t)| ≤ ρ ïðè a ≤ t ≤ b (i = 1, 2), (2.5)

ãäå

ρ = x0 + (ℓ+ 1/δ)γ + (ℓ+ 2/δ)

b∫
a

(
h01(s) + h02(s)

)
ds+

b∫
a

h̃(s) ds. (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâ (2.1) è (2.3), èìååì

u′i(t)u3−i(t) =
∣∣u′i(t)u3−i(t) + h0i(t)

∣∣− h0i(t) ≥
∣∣u′i(t)u3−i(t)

∣∣− 2h0i(t) (i = 1, 2),

b∫
a

[
u′1(s)u2(s) + u1(s)u

′
2(s)

]
ds = u1(b)u2(b)− u1(a)u2(a) ≤ γ.
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Ïîýòîìó
b∫

a

[
h̃1

(
s, |u2(s)|

)
+ h̃2

(
s, |u2(s)|

)]
ds ≤ γ +

b∫
a

(
h01(s) + h02(s)

)
ds, (2.7)

b∫
a

[∣∣u′1(s)u2(s)∣∣+ ∣∣u1(s)u′2(s)∣∣] ds ≤ γ + 2

b∫
a

(
h01(s) + h02(s)

)
ds. (2.8)

Ïóñòü Ik = {t ∈ [a, b] : |u3−k(t)| ≤ δ} (k = 1, 2) . Òîãäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (2.4) íàéäåì

|ui(t)| ≤ x0 +

b∫
a

|u′i(s)| ds ≤

≤ x0 +

∫
Ii

|u′i(s)| ds+
1

δ

∫
[a,b]\Ii

∣∣u′i(s)u3−i(s)
∣∣ ds ïðè a ≤ t ≤ b (i = 1, 2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåðàâåíñòâ (2.2) èìååì

∫
Ii

|u′i(s)| ds ≤
∫
Ii

[
ℓh̃3−i

(
s, |ui(s)|

)
+ h̃(s)

]
ds ≤

b∫
a

[
ℓh̃3−i

(
s, |ui(s)|

)
+ h̃(s)

]
ds (i = 1, 2).

Åñëè òåïåðü ïðèìåíèì óñëîâèÿ (2.7) è (2.8), òî ñòàíåò ÿñíîé ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê (2.5), ãäå
ρ � ÷èñëî, çàäàííîå ðàâåíñòâîì (2.6). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà γ ≥ 0 è x0 > 0 òàêèå, ÷òî

b∫
a

h̃1(s, x0) ds > γ +

b∫
a

(
h01(s) + h02(s)

)
ds. (2.9)

Òîãäà ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (u1, u2) ñèñòåìû (2.1), (2.2), óäîâëåòâîðÿþùåå íàðÿäó ñ óñëîâè-
åì (2.3) è íåðàâåíñòâó

min
{
|u1(t)| : a ≤ t ≤ b

}
≤ x0, (2.10)

äîïóñêàåò îöåíêè (2.5), ãäå ρ � ÷èñëî, çàäàííîå ðàâåíñòâîì (2.6).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (u1, u2) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1), (2.2), óäîâëåòâî-

ðÿþùåå óñëîâèÿì (2.3) è (2.10). Òîãäà, êàê ýòî ïîêàçàíî âûøå, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.7).
Åñëè òåïåðü ïîëîæèì µ0 = min{|u2(t)| : a ≤ t ≤ b} , òî èç (2.7) íàéäåì

b∫
a

h̃1(s, µ0) ds ≤ γ + 2

b∫
a

(
h01(s) + h02(s)

)
ds.

Îòñþäà â ñèëó óñëîâèÿ (2.9) âûòåêàåò, ÷òî µ0 ≤ x0 . Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
(2.4). Åñëè òåïåðü ïðèìåíèì ëåììó 2.1, òî ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 2.2 ñòàíåò î÷åâèäíîé.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
Ëåììà 2.3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà γ ≥ 0 è x0 > 0 òàêèå, ÷òî

b∫
a

h̃i(s, x0) ds > γ +

b∫
a

(
h01(s) + h02(s)

)
ds (i = 1, 2). (2.11)
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Òîãäà ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (u1, u2) ñèñòåìû (2.1), (2.2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (2.3),
äîïóñêàåò îöåíêè (2.5), ãäå ρ � ÷èñëî, çàäàííîå ðàâåíñòâîì (2.6).

2.2. Ëåììû î ðàçðåøèìîñòè è êîððåêòíîñòè çàäà÷è (1.1), (1.2). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà r ïîëîæèì

χr(x) =


1 ïðè 0 ≤ x ≤ r

2− x/r ïðè r < x < 2r

0 ïðè x ≥ 2r

. (2.12)

Íàðÿäó ñ (1.1), (1.2) íàì ïðèäåòñÿ ðàññìîòðåòü âñïîìîãàòåëüíûå ëèíåéíóþ è íåëèíåéíóþ
çàäà÷è

u′i =

2∑
k=1

pik(t)uk (i = 1, 2), (2.13)

2∑
k=1

(
αikuk(a) + βikuk(b)

)
= 0 (i = 1, 2); (2.14)

u′i =

2∑
k=1

pik(t)uk + qiρ(t, u1, u2) (i = 1, 2), (2.15)

2∑
k=1

(
αikuk(a) + βikuk(b)

)
= ∆iρ

(
u1(a), u2(a), u1(b), u2(b)

)
(i = 1, 2), (2.16)

ãäå

qiρ(t, x1, x2) = χ2ρ

(
|x1|+ |x2|

)[
fi(t, x1, x2)−

2∑
k=1

pik(t)xk

]
(i = 1, 2), (2.17)

∆iρ(x1, x2, x3, x4) = χ4ρ

( 4∑
k=1

|xk|
)[ 2∑

k=1

(
αikxk + βikxk+2

)
− φi(x1, x2, x3, x4)

]
(i = 1, 2). (2.18)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 2.4. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ñóììèðóåìûå ôóíêöèè pik : [a, b] → R (i, k = 1, 2) è

ïîñòîÿííûå αik ∈ R , βik ∈ R (i, k = 1, 2) , ρ ∈ ]0,+∞[ òàêèå, ÷òî çàäà÷à (2.13), (2.14)
èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå è ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (u1, u2) çàäà÷è (2.15), (2.16)
äîïóñêàåò îöåíêè (2.5). Òîãäà çàäà÷à (2.15), (2.16) ðàçðåøèìà è êàæäîå åå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
è ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), (1.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îáîçíà÷åíèé (2.12), (2.17) è (2.18) ÿñíî ñóùåñòâîâàíèå ñóììèðóå-
ìîé ôóíêöèè q∗ρ : [a, b] → ]0,+∞[ è ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé ∆∗

ρ òàêèõ, ÷òî ñîîòâåòñòâåííî

íà ìíîæåñòâå [a, b]× R2 è â ïðîñòðàíñòâå R4 ñîáëþäàþòñÿ íåðàâåíñòâà∣∣qiρ(t, x1, x2)∣∣ ≤ q∗ρ(t),
∣∣∆iρ(x1, x2, x3, x4)

∣∣ ≤ ∆∗
ρ (i = 1, 2). (2.19)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ð. Êîíòè [13] (ñì. òàêæå [4], ñëåäñòâèå 2.1), óñëîâèå (2.19) è îäíîçíà÷íàÿ
ðàçðåøèìîñòü îäíîðîäíîé çàäà÷è (2.13), (2.14) ãàðàíòèðóþò ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (2.15), (2.16).

Ïóñòü (u1, u2) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.15), (2.16). Òîãäà ïî îäíîìó èç óñëîâèé
ëåììû ñïðàâåäëèâû îöåíêè (2.5) è, ñëåäîâàòåëüíî, χ2ρ(|u1(t)| + |u2(t)|) ≡ 1 è χ4ρ(|u1(a)| +
|u2(a)| + |u1(b)| + |u2(b)|) = 1 . Åñëè íàðÿäó ñ ýòèì ó÷òåì ðàâåíñòâà (2.17) è (2.18), òî ñòàíåò
ÿñíûì, ÷òî (u1, u2) ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), (1.2). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.5. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ñóììèðóåìûå ôóíêöèè pik : [a, b] → R (i, k = 1, 2) è
ïîñòîÿííûå αik ∈ R , βik ∈ R (i, k = 1, 2) è ρ0 > 0 òàêèå, ÷òî çàäà÷à (2.13), (2.14) èìååò
òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå è ïðè êàæäîì ρ ≥ ρ0 ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (u1, u2) çàäà-
÷è (2.15), (2.16) äîïóñêàåò îöåíêè (2.5). Òîãäà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.1), (1.2)
ãàðàíòèðóåò åå êîððåêòíîñòü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à (1.1), (1.2) ðàçðåøèìà, òàê êàê âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåì-
ìû 2.4. Íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî åñëè ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (u10, u20) ,
òî îíà ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé.

Ïî ëåììå 2.4, ïðè êàæäîì ρ ≥ ρ0 âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ (u10, u20) ÿâëÿåòñÿ è åäèíñòâåí-
íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.15), (2.16). Ïî îïðåäåëåíèþ 3.1 ðàáîòû [4] ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (u10, u20)
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî èçîëèðîâàííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), (1.2) â ïðîèçâîëüíîì ðàäèóñå. Îòñþ-
äà â ñèëó òåîðåìû 3.1 óïîìÿíóòîé ðàáîòû âûòåêàåò êîððåêòíîñòü çàäà÷è (1.1), (1.2). Ëåììà
äîêàçàíà.

� 3. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî
óñëîâèå (1.3), èáî ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (1.4), ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Êðîìå
òîãî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x0 > 1 .

Äîïóñòèì ñïåðâà, ÷òî ôóíêöèè hi (i = 1, 2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.11), è ïîëîæèì

pi(t) = 1 + hi(t, x0) (i = 1, 2), h̃(t) =
(
p1(t) + p2(t)

)
δ + h(t), (3.1)

qiρ(t, x1, x2) = χ2ρ

(
|x1|+ |x2|

)[
fi(t, x1, x2)− pi(t)x3−i

]
(i = 1, 2), (3.2)

∆iρ(x1, x2, x3, x4) = χ4ρ

( 4∑
k=1

|xk|
)[
x2i−1 − φi(x1, x2, x3, x4)

]
(i = 1, 2), (3.3)

ãäå ρ è χr � ÷èñëî è ôóíêöèÿ, çàäàííûå ðàâåíñòâàìè (2.6) è (2.12). Òîãäà ëèíåéíàÿ îäíîðîä-
íàÿ çàäà÷à

dui
dt

= pi(t)u3−i (i = 1, 2), u1(a) = 0, u1(b) = 0

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, èáî pi(t) > 0 ïðè a ≤ t ≤ b (i = 1, 2) . Â ñèëó ýòîãî ôàêòà
è ëåììû 2.4, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1), (1.2) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî
ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (u1, u2) çàäà÷è

dui
dt

= pi(t)u3−i + qiρ(t, u1, u2) (i = 1, 2), (3.4)

u1(a) = ∆1ρ

(
u1(a), u2(a), u1(b), u2(b)

)
, u1(b) = ∆2ρ

(
u1(a), u2(a), u1(b), u2(b)

)
(3.5)

äîïóñêàåò îöåíêè (2.5).
Ïóñòü λ(t) = χ2ρ(|u1(t)|+ |u2(t)|) , λ0 = χ4ρ(|u1(a)|+ |u2(a)|+ |u1(b)|+ |u2(b)|) è

h̃i(t, x) = (1− λ(t))hi(t, x0)x+ λ(t)hi(t, x) (i = 1, 2). (3.6)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (3.2) è (3.3), èç (3.4) è (3.5) íàõîäèì

u′i(t) = (1− λ(t))pi(t)u3−i(t) + λ(t)fi
(
t, u1(t), u2(t)

)
(i = 1, 2),

u1(a)=λ0
(
u1(a)−φ1

(
u1(a), u2(a), u1(b), u2(b)

))
, u1(b)=λ0

(
u1(b)−φ2

(
u1(a), u2(a), u1(b), u2(b)

))
.

Îòñþäà, â ñèëó óñëîâèé (1.3), (1.9), (1.10), (3.1) è (3.6) ÿñíî, ÷òî âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ (u1, u2)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ (2.1), (2.2), óäîâëåòâîðÿþùèì
óñëîâèþ (2.3). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèþ (3.6), èç íåðàâåíñòâ (1.11) âûòåêà-
þò íåðàâåíñòâà (2.11), èáî x0 > 1 . Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû 2.3, ÷òî è
ãàðàíòèðóåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê (2.5). Òåì ñàìûì, ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.1), (1.2) äîêà-
çàíà.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (1.12) èëè óñëîâèå (1.13); ïðè

ýòîì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x0 > δ . Ïóñòü h̃(t) = h(t) , à ρ � ÷èñëî,
çàäàííîå ðàâåíñòâîì (2.6). Ïîëîæèì ζρ(x) = 0 ïðè |x| ≤ ρ , ζρ(x) = (|x|−ρ) sgnx ïðè |x| > ρ ,

f̃i(t, x1, x2) = fi(t, x1, x2) + ζρ(x3−i), h̃i(t, x) = hi(t, x) + ζρ(x)x (i = 1, 2) (3.7)
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è ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

dui
dt

= f̃i(t, u1, u2) (i = 1, 2). (3.8)

Â ñèëó óñëîâèé (1.9) è (1.10), èç (3.7) íàõîäèì

f̃i(t, x1, x2)x3−i ≥ h̃i
(
t, |x3−i|

)
− h0i(t) ïðè a ≤ t ≤ b, (x1, x2) ∈ R2 (i = 1, 2), (3.9)∣∣f̃i(t, x1, x2)∣∣ ≤ ℓh̃3−i

(
t, |xi|

)
+ h̃(t) ïðè a ≤ t ≤ b, xi ∈ R, |x3−i| ≤ δ (i = 1, 2). (3.10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿñíî, ÷òî

b∫
a

h̃i(s, x̃0) ds > γ +

b∫
a

(
h01(s) + h02(s)

)
ds (i = 1, 2), (3.11)

ãäå x̃0 = ρ+ 1+ (b− a)−1
b∫
a
(h01(s) + h02(s)) ds (i = 1, 2) . Îäíàêî, ñîãëàñíî âûøåäîêàçàííîìó,

óñëîâèÿ (1.3) è (3.9)�(3.11) ãàðàíòèðóþò ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (3.8), (1.2).
Ïóñòü (u1, u2) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.8), (1.2). Òîãäà â ñèëó óñëîâèé (3.9) è

(3.10), âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ (u1, u2) ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðà-
âåíñòâ (2.1), (2.2), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (2.3). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèé (1.2) è (1.12)
(èç óñëîâèé (1.2) è (1.13)) âûòåêàþò íåðàâåíñòâà (2.9) è (2.10) (íåðàâåíñòâà (2.4)). Ñëåäîâà-
òåëüíî, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû 2.2 (ëåììû 2.1), ÷òî ãàðàíòèðóåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê
(2.5). Â ñèëó ýòèõ îöåíîê è îáîçíà÷åíèé (3.7) ÿñíî, ÷òî (u1, u2) ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì çàäà÷è
(1.1), (1.2). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1.1. Ðàçíèöà â äîêàçàòåëüñòâàõ çàêëþ÷àåòñÿ
ëèøü â òîì, ÷òî âìåñòî ëåììû 2.4 ïðèìåíÿåòñÿ ëåììà 2.5.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå (ñì. ïóíêò 1.3), åñëè äëÿ çàäà÷è
(1.5), (1.21) èëè äëÿ çàäà÷è (1.5), (1.22) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3, òî äëÿ ýòîé çàäà÷è
âûïîëíåíû è óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1. Â ñèëó ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà è òåîðåìû 1.2, äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåìû 1.3 äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè fi (i = 1, 2) ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèìè ïî
âòîðîìó àãðóìåíòó, à ψi (i = 1, 2) � íåâîçðàñòàþùèìè ôóíêöèÿìè, òî êàê çàäà÷à (1.5), (1.21) ,
òàê è çàäà÷à (1.5), (1.22) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî çàäà÷à (1.5), (1.21) (çàäà÷à (1.5), (1.22) ) èìååò äâà ðàçëè÷íûå
ðåøåíèÿ (u1, u2) è (v1, v2) . Ïîëîæèì wi(t) = ui(t)− vi(t) (i = 1, 2) . Òîãäà(

w1(t)w2(t)
)′
= ∆(t), w1(b)w2(b)− w1(a)w2(a) = ∆0, (3.12)

ãäå ∆(t) = (f1(t, v2(t) + w2(t))− f1(t, v2(t)))w2(t) + (f2(t, v1(t) + w1(t))− f2(t, v1(t)))w1(t) è

∆0 =
(
ψ1

(
v2(a) + w2(a)

)
− ψ1(v2(a))

)
w2(a) +

(
ψ2

(
v2(b) + w2(b)

)
− ψ2(v2(b))

)
w2(b)(

∆0 =
(
ψ1

(
v2(a) + w2(a)

)
− ψ1(v2(a))

)
w2(a) +

(
ψ2

(
v1(b) + w1(b)

)
− ψ2(v1(b))

)
w1(b)

)
.

Êðîìå òîãî, ∆(t) ≥ 0 ïðè a ≤ t ≤ b ,
b∫
a
∆(t) dt > 0 è ∆0 ≤ 0 . Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâ (3.12)

íàõîäèì 0 ≥ ∆0 =
b∫
a
∆(t) dt > 0 . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.2. Ñèñòåìà (1.16) ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû (1.5) â ñëó÷àå,
êîãäà

fi(t, x) =

mi∑
k=1

pik(t)|x|λik sgnx+ qi(t) (i = 1, 2). (3.13)
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Îòñþäà â ñèëó óñëîâèÿ (1.17) ñëåäóåò, ÷òî f1 è f2 ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèìè ïî âòîðîìó

àðãóìåíòó ôóíêöèÿìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïîëîæèì p0i(t) =
mi∑
k=1

pik(t) (i = 1, 2) , òî

ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Þíãà è óñëîâèÿì (1.17) è (3.13) íàéä¼ì

fi(t, x)x ≥ p0i(t)|x|λi+1 − |qi(t)| |x| ≥
1

2
p0i(t)|x|λi+1 − (2p0i(t))

−1/λi |qi(t)|1+1/λi

ïðè a ≤ t ≤ b, |x| ≥ 1 (i = 1, 2).

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (1.15), ãäå hi(t, x) =
1
2 p0i(t)|x|

λi+1 , h0i(t) = |qi(t)| +
(2p0i(t))

−1/λi |qi(t)|1/λi (i = 1, 2) , ïðè÷¼ì, ââèäó óñëîâèÿ (1.18), ôóíêöèè h0i (i = 1, 2) ÿâ-
ëÿþòñÿ ñóììèðóåìûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè p0i (i = 1, 2) äëÿ íåêî-
òîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî x0 áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (1.11). Åñëè òåïåðü ïðèìåíèì
òåîðåìó 1.3, òî ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ 1.2 ñòàíåò î÷åâèäíîé.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì INTAS � 00136 è ãðàíòîì INTAS YS 2001-2/80.
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Êèã ó ð à ä ç å È.Ò., Ìóõ è ã ó ë àøâèëè Ñ.Â. Î íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ äâóìåð-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.

Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè è êîððåêòíîñòè êðàåâîé çàäà÷è

dui
dt

= fi(t, u1, u2) (i = 1, 2),

φi

(
u1(a), u2(a), u1(b), u2(b)

)
= 0 (i = 1, 2),

ãäå fi : [a, b] × R2 → R (i = 1, 2) � ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ëîêàëüíûì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, à
φi : R4 → R (i = 1, 2) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Áèáëèîãð. 17 íàçâ.
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