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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü n1 è n2 � íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà, −∞ < a ≤ ai < bi ≤ b < +∞, Pik ∈ Lloc(]a, b[ ;Rni×nk), qi ∈ Lloc(]a, b[ ;Rni), ci ∈ Rni

(i, k = 1, 2), à ℓi : C([a1, b1];Rn1) × C([a2, b2];Rn2) → Rni (i = 1, 2) � ñóòü ëèíåéíûå îãðàíè-
÷åííûå îïåðàòîðû. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ðåøåíèÿ ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé
ñèñòåìû

dxi/dt = Pi1(t)x1 + Pi2(t)x2 + qi(t) (i = 1, 2), (1.1)

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì
ℓi(x1, x2) = ci (i = 1, 2). (1.2)

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1�3]), ÷òî åñëè Pik∈L([a, b];Rni×nk), qi∈L([a, b];Rni) (i, k=1, 2),
òî çàäà÷à (1.1), (1.2) ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâîé, ò.å. äëÿ åå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ çàäà÷à

dxi/dt = Pi1(t)x1 + Pi2(t)x2 (i = 1, 2), (1.10)

ℓi(x1, x2) = 0 (i = 1, 2) (1.20)

èìåëà òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà (1.1) â òî÷êàõ a è b èìååò
íåèíòåãðèðóåìûå ñèíãóëÿðíîñòè, ò.å. Pik /∈ L([a, b];Rni×nk), qi /∈ L([a, b];Rni) ïðè íåêîòî-
ðûõ i, k ∈ {1, 2}, òî âîïðîñ î ôðåäãîëüìîâîñòè çàäà÷è (1.1), (1.2) òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî
èññëåäîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî ýòîò ñëó÷àé.

Äîêàçàííàÿ íèæå òåîðåìà 2.1 ñîäåðæèò èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ ôðåäãîëüìîâîñòè çàäà÷è
(1.1), (1.2). Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

dx1/dt = P11(t)x1 + P12(t)x2 + q1(t), dx2/dt = εP21(t)x1 + P22(t)x2 + q2(t), (1.3)

dx1/dt = P11(t)x1 + εP12(t)x2 + q1(t), dx2/dt = εP21(t)x1 + P22(t)x2 + q2(t), (1.4)

çàâèñÿùèõ îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, óñòàíîâëåíû ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøå-
íèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî êðàåâûì óñëîâèÿì (1.2). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êîíêðåòèçèðîâàíû
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2) èìåþò âèä

m∑
k=1

[A1ikx1(t1ik) +A2ikx2(t2ik)] = ci (i = 1, 2), (1.5)

ãäå Ajik ∈ Rni×nj (ñì. ï. 3). Â ïï. 4 è 5 îïÿòü íà îñíîâå òåîðåìû 2.1 íàéäåíû îïòèìàëüíûå
ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòâåò-
ñòâåííî êðàåâûì óñëîâèÿì

x1(a) = c1, xi(b) = c2, (1.6i)

ãäå i ∈ {1, 2} . Îíè îáîáùàþò è äîïîëíÿþò ðåçóëüòàòû èç ðàáîò [4�16], êàñàþùèõñÿ àíàëî-
ãè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà è äâóìåðíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ñèíãóëÿðíîñòÿìè.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: R = ]−∞,+∞[ ; Rn �
ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ x = (ξi)

n
1 ñ êîìïîíåíòàìè ξi ∈ R (i = 1, n), |x| = (|ξi|)n1 ,
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∥x∥ = max{|ξi| : i = 1, n}; Rm×n � ïðîñòðàíñòâî m×n -ìàòðèö X = (ξik)
m,n
1,1 ñ êîìïîíåíòàìè

ξik (i = 1,m; k = 1, n), |X| = (|ξik|)m,n
1,1 , ∥X∥ = max{

∑n
k=1 |ξik| : i = 1,m}; det(X) � äåòåð-

ìèíàíò ìàòðèöû X ∈ Rn×n; X−1 � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå X; r(X) � ñïåêòðàëüíûé
ðàäèóñ ìàòðèöû X; En � åäèíè÷íàÿ n× n -ìàòðèöà; L(I;Rm×n) � ïðîñòðàíñòâî ìàòðè÷íûõ
ôóíêöèé P : I → Rm×n, êîìïîíåíòû êîòîðûõ èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó íà I; Lloc(I;Rm×n) �
ïðîñòðàíñòâî ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé P : I → Rm×n, êîìïîíåíòû êîòîðûõ èíòåãðèðóåìû ïî
Ëåáåãó íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäïðîìåæóòêå ïðîìåæóòêà I; Lloc(I;Rm) = Lloc(I;Rm×1);
C([a, b];Rm) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé x : [a, b] → Rm ñ

íîðìîé ∥x∥C = max{∥x(t)∥ : a ≤ t ≤ b}; C̃loc(I;Rm) � ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ôóíêöèé
x : I → Rm, êîìïîíåíòû êîòîðûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäïðîìå-
æóòêå ïðîìåæóòêà I.

Íåðàâåíñòâà ìåæäó âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè áóäåì ïîíèìàòü ïîêîìïîíåíòíî.

Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ (xi)
2
1, ãäå xi ∈ C̃loc(]a, b[ ;Rni) (i = 1, 2), íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòå-

ìû (1.1), åñëè îíà ïî÷òè âñþäó íà ]a, b[ óäîâëåòâîðÿåò ýòîé ñèñòåìå. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðàâîãî (ëåâîãî) ïðåäåëà êîìïîíåíòû xi â òî÷êå a (â òî÷êå b ) ýòîò ïðåäåë áóäåì ïðèíèìàòü
çà xi(a) (çà xi(b) ) è, ñëåäîâàòåëüíî, xi áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé â óïîìÿíóòîé òî÷êå.

Ðåøåíèå (xi)
2
1 ñèñòåìû (1.1) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), (1.2), åñëè x1 íåïðåðûâíà

íà [a1, b1], x2 � íà [a2, b2] è âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (1.2).
Ïðè êàæäîì i ∈ {1, 2} ÷åðåç Xi îáîçíà÷èì ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó äèôôåðåíöèàëü-

íîé ñèñòåìû
dx/dt = Pii(t)x,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ Xi((a+ b)/2) = Eni .
ßñíî, ÷òî ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ

xi(t) = Xi(t)yi(t) (i = 1, 2) (1.7)

çàäà÷è (1.1), (1.2) è (1.10), (1.20) ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì

dyi/dt = Pi(t)y3−i + q̃i(t) (i = 1, 2), (1.8)

ℓ̃i(y1, y2) = ci (i = 1, 2); (1.9)

dyi/dt = Pi(t)y3−i (i = 1, 2), (1.80)

ℓ̃i(y1, y2) = 0 (i = 1, 2), (1.90)

ãäå
Pi(t) = X−1

i (t)Pi 3−i(t)X3−i(t), q̃i(t) = X−1
i (t)qi(t) (i = 1, 2), (1.10)

ℓ̃i(y1, y2) = ℓi(X1y1, X2y2) (i = 1, 2). (1.11)

Çàäà÷ó (1.1), (1.2) ìû èññëåäóåì â äâóõ ñëó÷àÿõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

b∫
a

(∥P11(t)∥+ ∥P1(t)∥+ ∥q1(t)∥) dt < +∞, (1.121)

b∫
a

( t∫
a

∥P1(s)∥ ds
b∫

t

∥P1(s)∥ ds
)(

∥P2(t)∥+ ∥q̃2(t)∥
)
dt < +∞ (1.131)

è a1 = a, b1 = b, a2 = a0 ∈ ]a, b[ , b2 = b0 ∈ ]a0, b[, ò.å.

ℓi : C([a, b];Rn1)× C([a0, b0];Rn2) → Rni (i = 1, 2) � ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû;
(1.141)
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âî âòîðîì ñëó÷àå �

a0∫
a

(
∥P11(s)∥+∥P1(s)∥+∥q1(s)∥

)
ds < +∞,

b∫
a0

(
∥P22(s)∥+∥P2(s)∥+∥q2(s)∥

)
ds < +∞, (1.122)

a0∫
a

( t∫
a

∥P1(s)∥ ds
)(

∥P2(t)∥+ ∥q̃2(t)∥
)
dt < +∞,

b∫
a0

( b∫
t

∥P2(s)∥ ds
)(

∥P1(t)∥+ ∥q̃1(t)∥
)
dt < +∞

(1.132)

è a1 = a, b1 = b0 ∈ ]a, b[ , a2 = a0 ∈ ]a, b0[ , b2 = b, ò.å.

ℓi : C([a, b0];Rn1)× C([a0, b];Rn2) → Rni (i = 1, 2) � ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû.
(1.142)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.121) è (1.131) (óñëîâèÿ (1.122) è (1.132), ãäå

a0 ∈ ]a, b[ ). Òîãäà, êàêîå áû íè áûëî ðåøåíèå (xi)
2
1 ñèñòåìû (1.1), x1 íåïðåðûâíà íà [a, b]

( x1 íåïðåðûâíà íà [a, b[ , à x2 � íà ]a, b] ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ìû ïðîâåäåì ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (1.121) è (1.131) (â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.122) è (1.132), îíî ïðîâî-
äèòñÿ àíàëîãè÷íî). Òîãäà ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ X1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è íåâûðîæäåííîé
íà [a, b].

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ðåøåíèÿ (xi)
2
1 è (yi)

2
1 ñèñòåìû (1.1) è (1.8), ñâÿçàííûå ðàâåí-

ñòâàìè (1.7). Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, x1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà [a, b] òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà y1 èìååò ïðàâûé è ëåâûé ïðåäåëû ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ a è b. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ ïðåäåëîâ.

Ïóñòü a0 ∈ ]a, b[ � ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Òîãäà

y1(t) = y10(t) +

t∫
a0

P1(τ)

( τ∫
a0

P2(s)y1(s) ds

)
dτ ïðè a < t < b, (1.15)

ãäå y10(t) = y1(a0) +
∫ t
a0
[P1(τ)y2(a0) + q̃1(τ) + q(τ)] dτ è q(t) = P1(t)

∫ t
a0

q̃2(τ) dτ.

Äëÿ êàæäîãî t ∈ ]a, b[ ïîëîæèì

α(t) = ∥P1(t)∥
∣∣∣∣

t∫
a0

∥P2(s)∥ ds
∣∣∣∣, u(t) = max{∥y1(s)∥ : 0 ≤ (s− a0) sgn(t− a0) ≤ |t− a0|}.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (1.121) è (1.131), èìååì P1 ∈ L([a, b];Rn1×n2),

q̃1 ∈ L([a, b];Rn1), (1.16)

q ∈ L([a, b];Rn1) è α ∈ L([a, b];R). Ñëåäîâàòåëüíî, y10 ∈ C([a, b];Rn1). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ôàêòà

èç (1.15) íàõîäèì, ÷òî u(t) ≤ ∥y10∥C + |
∫ t
a0

α(τ)u(τ) dτ | ïðè a < t < b. Îòñþäà ïî ëåììå

Ãðîíóîëëà âûòåêàåò, ÷òî u(t) ≤ ρ0 ïðè a < t < b, ãäå ρ0 = ∥y10∥C exp(
∫ b
a α(τ) dτ). Ñëåäîâà-

òåëüíî, ∥y1(t)∥ ≤ ρ0 ïðè a < t < b. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè y1 è ñóììèðóåìîñòè ôóíêöèè
α èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1.15) ñëåäóåò, ÷òî y1 èìååò ïðàâûé è ëåâûé ïðåäåëû ñîîòâåòñòâåííî â
òî÷êàõ a è b. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç äîêàçàííîé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî åñëè ïðè íåêîòîðûõ k ∈ {1, 2}, a0 ∈ ]a, b[ è b0 ∈ ]a0, b[
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.12k) � (1.14k), òî îïåðàòîðû ℓi (i = 1, 2) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå
âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1) è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîñòàíîâêà çàäà÷è (1.1), (1.2)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííîé.
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2. Ôðåäãîëüìîâîñòü çàäà÷è (1.1), (1.2).
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ k ∈ {1, 2}, a0 ∈ ]a, b[ è b0 ∈ ]a0, b[ âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ (1.12k) � (1.14k). Òîãäà äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1), (1.2) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çàäà÷à (1.10), (1.20) èìåëà òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, çàäà÷à (1.10), (1.20) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
çàäà÷à (1.80), (1.90) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k = 1, èáî ñëó÷àé, êîãäà k = 2,
ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Â ñèëó óñëîâèé (1.121), (1.141) è ðàâåíñòâ (1.10), (1.11) ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ X1 íåïðå-

ðûâíà íà [a, b], ℓ̃i : C([a, b];Rn1) × C([a0, b0];Rn2) → Rni (i = 1, 2) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè è âûïîëíåíî óñëîâèå (1.16). Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî (1.7), çàäà-
÷à (1.1), (1.2) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (1.8), (1.9), à çàäà÷à (1.10), (1.20) � çàäà÷å (1.80), (1.90).
Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî çàäà÷à (1.8), (1.9) ÿâëÿåò-
ñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàäà÷à (1.80), (1.90) èìååò òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Ïîëîæèì γ(t) = 1 +
∣∣ ∫ t

a0
(∥P2(s)∥ + ∥q̃2(s)∥) ds

∣∣, γ0(t) = 1 + ∥P1(t)∥γ(t). Òîãäà èç (1.121)

è (1.131) íàéäåì
∫ b
a γ0(t) dt < +∞. Ïîýòîìó ôóíêöèè ε è δ, çàäàííûå íà ]a, b[ ðàâåíñòâàìè

ε(t) =
[ ∫ t

a γ0(s) ds
∫ b
t γ0(s) ds

]1/2
, δ(t) = γ(t)/ε(t), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

lim
t→a

ε(t) = 0, lim
t→b

ε(t) = 0, (2.1)

b∫
a

∥P1(t)∥δ(t) dt < +∞. (2.2)

Ïóñòü Cδ(]a, b[ ;Rn2) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ ñ âåñîì 1/δ
âåêòîðíûõ ôóíêöèé x : ]a, b[→ Rn2 ñ íîðìîé ∥x∥Cδ

= sup
{
∥x(t)∥/δ(t) : a < t < b

}
, à

B � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ y = (yi)
4
1 ñ êîìïîíåíòàìè y1 ∈ C([a, b];Rn1), y2 ∈

∈ Cδ(]a, b[ ;Rn2), y3 ∈ Rn1 , y4 ∈ Rn2 è íîðìîé ∥y∥B = ∥y1∥C + ∥y2∥Cδ
+ ∥y3∥ + ∥y4∥. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî y = (yi)
4
1 ∈ B ïîëîæèì

h1(y)(t) = y3 +

t∫
a0

P1(s)y2(s) ds, h2(y)(t) = y4 +

t∫
a0

P2(s)y1(s) ds,

h3(y) = y3 − ℓ̃1(y1, y2), h4(y) = y4 − ℓ̃2(y1, y2), h(y) = (hi(y))
4
1

è â ïðîñòðàíñòâå B ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

y = h(y) + y0, (2.3)

ãäå y0 = (y0i)
4
1, y01(t) =

∫ t
a0

q̃1(s) ds, y02(t) =
∫ t
a0

q̃2(s) ds, y03 = c1, y04 = c2.

Ïóñòü y ∈ B è ∥y∥B = 1. Òîãäà â ñèëó (1.16) è (2.2) áóäåì èìåòü ∥h1(y)∥C ≤
≤ 1 +

∫ b
a ∥P1(s)∥δ(s) ds, ∥h1(y)(t) − h1(y)(τ)∥ ≤

∫ t
τ ∥P1(s)∥δ(s) ds ïðè a ≤ τ ≤ t ≤ b,

∥h2(y)(t)∥/δ(t) < ε(t), ∥h2(y)(t) − h2(y)(τ)∥ ≤
∫ t
τ ∥P2(s)∥ ds ïðè a < τ ≤ t < b, h(y) ∈ B

è ∥h(y)∥B ≤ ρ, ãäå ρ � íå çàâèñÿùàÿ îò y ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Åñëè íàðÿäó ñ ýòèì
ó÷òåì óñëîâèå (2.1) è ïðèìåíèì ëåììó Àðöåëà�Àñêîëè, òî êîìïàêòíîñòü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
h : B → B ñòàíåò î÷åâèäíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ y0 è óñëîâèÿ (1.16) ñëåäóåò,
÷òî y0 ∈ B.

Ñîãëàñíî àëüòåðíàòèâå Ôðåäãîëüìà äëÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé [17, ãë. XIII, � 5, òåîðå-
ìà 1], äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (2.3) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñîîò-
âåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y = h(y) (2.30)
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èìåëî òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Îäíàêî îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (2.3) ýêâèâàëåíòíî çàäà÷å
(1.8), (1.9), èáî y = (yi)

4
1 ∈ B ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.3) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(yi)
2
1 åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1.8), (1.9) è y3 = y1(a0), y4 = y2(a0). Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèå (2.30)

ýêâèâàëåíòíî çàäà÷å (1.80), (1.90). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
(1.8), (1.9) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çàäà÷à (1.80), (1.90) èìåëà òîëüêî òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü: ëèáî t1ik ∈ [a, b], t2ik ∈ ]a, b[ (i = 1, 2; k = 1,m) è âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (1.121), (1.131), ëèáî t1ik ∈ [a, b[ , t2ik ∈ ]a, b] (i = 1, 2; k = 1,m) è äëÿ íåêîòîðîãî
a0 ∈ ]a, b[ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.122), (1.132). Òîãäà äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
(1.1), (1.5) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà (1.10) ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ

m∑
k=1

[A1ikx1(t1ik) +A2ikx2(t2ik)] = 0 (i = 1, 2) (2.4)

èìåëà òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäà÷à (1.10), (2.4) èìååò òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà (1.80) ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ

m∑
k=1

[A1ikX1(t1ik)y1(t1ik) +A2ikX2(t2ik)y2(t2ik)] = 0 (i = 1, 2)

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.
3. Çàäà÷è (1.3), (1.2) è (1.4), (1.2). Ââåäåì ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ

P0(t) =

t∫
a

P1(τ) dτ (3.1)

è ðàññìîòðèì ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ℓ̃i(c1 + P0c2, c2) = 0 (i = 1, 2) (3.2)

è ℓ̃i(c1, c2) = 0 (i = 1, 2). Äåòåðìèíàíòû ýòèõ ñèñòåì îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ∆ è ∆0.
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ k ∈ {1, 2}, a0 ∈ ]a, b[ è b0 ∈ ]a0, b[ âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(1.12k) � (1.14k) è ∆ ̸= 0 (∆0 ̸= 0). Òîãäà íàéäåòñÿ íå çàâèñÿùåå îò qi è ci (i = 1, 2)
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε0 òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì ε ∈ [−ε0, ε0] çàäà÷à (1.3), (1.2) (çàäà÷à
(1.4), (1.2)) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k = 1, è ðàññìîòðèì òîëüêî
çàäà÷ó (1.3), (1.2), èáî çàäà÷à (1.4), (1.2) èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1, â
ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè ìàëûõ ε îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà
dy1/dt = P1(t)y2, dy2/dt = εP2(t)y1 íå èìååò íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî
êðàåâûì óñëîâèÿì (1.90). Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ÷èñåë εk ∈ [−1, 1] (k = 1, 2, . . .) òàêàÿ, ÷òî ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì k ñèñòåìà
dy1/dt = P1(t)y2, dy2/dt = εkP2(t)y1 èìååò ðåøåíèå (yik)

2
1, óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëî-

âèÿì (1.90) è ðàâåíñòâó ∥y1k(a0)∥+ ∥y2k(a0)∥ = 1. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (y1k(a0))

+∞
1 è (y2k(a0))

+∞
1 ìîæåì ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ. Ïîëîæèì

c2 = lim
k→+∞

y2k(a0), c1 = lim
k→+∞

y1k(a0)−P0(a0)c2. (3.3)

Òîãäà
∥c1 + P0(a0)c2∥+ ∥c2∥ = 1. (3.4)

Åñëè íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè (1.121), (1.131) ó÷òåì ðàâåíñòâî (3.3), òî íà îñíîâå ñïîñîáà,
ïðèìåíåííîãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.1, ïîêàæåì, ÷òî ∥y1k(t)∥ ≤ β ïðè a ≤ t ≤ b, ãäå
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β =
(
1 +

∫ b
a ∥P1(t)∥ dt

)
exp(

∫ b
a α(t) dt

)
, α(t) = ∥P1(t)∥ |

∫ t
a0

∥P2(τ)∥ dτ |. Ñîãëàñíî ýòîé îöåíêå è

ðàâåíñòâàì (3.1), (3.3), (3.4), èç ïðåäñòàâëåíèé

y1k(t) = y1k(a0) +

t∫
a0

P1(τ)y2k(τ) dτ, y2k(t) = y2k(a0) + εk

t∫
a0

P2(τ)y1k(τ) dτ

âûòåêàåò, ÷òî lim
k→+∞

y2k(t) = c2 ðàâíîìåðíî íà êàæäîì ñåãìåíòå, ñîäåðæàùåìñÿ â ]a, b[ è

lim
k→+∞

y1k(t) = c1 + P0(t)c2 ðàâíîìåðíî íà [a, b]. Åñëè òåïåðü â ðàâåíñòâàõ ℓ̃i(y1k, y2k) = 0

(i = 1, 2) ïåðåéäåì ê ïðåäåëó, êîãäà k → +∞, òî ñ ó÷åòîì (1.141) óáåäèìñÿ, ÷òî (ci)
2
1 ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.2). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (3.4), òàê êàê ñèñòåìà (3.2) èìååò òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

dx1/dt = (t− a)−α1(b− t)−β1A1x2 + q1(t), dx2/dt = ε(t− a)−α2(b− t)−β2A2x1 + q2(t), (3.5)

ãäå Ai ∈ Rn×n (i = 1, 2), A1 íå âûðîæäåíà, α1 < 1, β1 < 1, α2 < 2 − α1, β2 < 2 − β1,

q1 ∈ L([a, b];Rn), q2 ∈ Lloc(]a, b[ ;Rn) è
∫ b
a (t− a)1−α1(b− t)1−α2∥q2(t)∥ dt < +∞ (Ai ∈ Rni×n3−i

(i = 1, 2), α1 < 1, β1 < 2−β2, α2 < 2−α1, β2 < 1, q1 ∈ Lloc([a, b[ ;Rn1), q2 ∈ Lloc(]a, b];Rn2),∫ b
a (b− t)1−β2∥q1(t)∥ dt < +∞ è

∫ b
a (t− a)1−α1∥q2(t)∥ dt < +∞). Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1, íàéäåòñÿ

íå çàâèñÿùåå îò ci è qi (i = 1, 2) ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε0 òàêîå, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì
ε ∈ [−ε0, ε0] çàäà÷à (3.5), (1.61) (çàäà÷à (3.5), (1.62) ) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Ñëåäîâàòåëüíî, â óñëîâèÿõ óïîìÿíóòîé òåîðåìû êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (1.1) â òî÷êàõ a è b
ìîãóò èìåòü ñèíãóëÿðíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà.

4. Çàäà÷à (1.1), (1.61). Â ñëó÷àå, êîãäà n1 = n2 è ìàòðèöà
∫ b
a P1(τ) dτ íå âûðîæäåíà,

ïîëîæèì

G1(t, s) =



b∫
t

P1(τ) dτ

( b∫
a

P1(τ) dτ

)−1
s∫

a

P1(τ) dτ ïðè s ≤ t,

t∫
a

P1(τ) dτ

( b∫
a

P1(τ) dτ

)−1
b∫

s

P1(τ) dτ ïðè s > t.

(4.1)

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü n1 = n2 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.121), (1.131). Åñëè, êðîìå òî-

ãî, ìàòðèöà
∫ b
a P1(τ) dτ íå âûðîæäåíà è ñóùåñòâóåò ìàòðèöà A ∈ Rn1×n1 òàêàÿ, ÷òî

r(A) < 1 è
b∫

a

|G1(t, s)| |P2(s)| ds ≤ A ïðè a ≤ t ≤ b, (4.2)

òî çàäà÷à (1.1), (1.61) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ î÷åâèäíàÿ
Ëåììà 4.1. Ïóñòü A ∈ Rn×n � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, à ρ ∈ Rn � íåîòðèöàòåëü-

íûé âåêòîð òàêèå, ÷òî r(A) < 1 è
ρ ≤ Aρ. (4.3)

Òîãäà ρ = 0.
Ëåììà 4.2. Ïóñòü n1 = n2 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.121), (1.131). Åñëè, êðîìå òîãî,

ìàòðèöà
∫ b
a P1(τ) dτ íå âûðîæäåíà, òî äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1), (1.61)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

y1(t) = −
b∫

a

G1(t, τ)P2(τ)y1(τ) dτ (4.4)
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â ïðîñòðàíñòâå C([a, b];Rn1) èìåëà òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (1.121), (1.131), â ÷àñòíîñòè,

èìååì

P1 ∈ L([a, b];Rn1),

b∫
a

( s∫
a

∥P1(τ)∥ dτ
b∫

s

∥P1(τ)∥ dτ
)
∥P2(s)∥ ds < +∞. (4.5)

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.1, äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1), (1.61) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà (1.80) ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ

y1(a) = 0, y1(b) = 0 (4.6)

èìåëà òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.
Ïóñòü (yi)

2
1 � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.80), (4.6). Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ (4.5) è

íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû
∫ b
a P1(s) ds âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ y1 äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (4.4),

à y2 � ïðåäñòàâëåíèå

y2(t) = −
b∫

a

G2(t, s)P2(s)y1(s) ds, (4.7)

ãäå

G2(t, s) =


−
( b∫

a

P1(τ) dτ

)−1
s∫

a

P1(τ) dτ ïðè s ≤ t,

( b∫
a

P1(τ) dτ

)−1
b∫

s

P1(τ) dτ ïðè s > t.

(4.8)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü îáðàòíîå, ÷òî y1 ∈ C([a, b];Rn1) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (4.4), à y2
çàäàíà ðàâåíñòâîì (4.7). Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ (4.5) è ðàâåíñòâ (4.1), (4.8) ÿñíî, ÷òî (yi)

2
1

åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1.80), (4.6). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû çàäà÷à (1.80), (4.6) èìåëà
òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà (4.4) â ïðîñòðàíñòâå
C([a, b];Rn1) èìåëà òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1. Ïóñòü y1 = (y1i)
n
1 ∈ C([a, b];Rn1) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå

ñèñòåìû (4.4). Åñëè ïîëîæèì ρi = max{|y1i(t)| : a ≤ t ≤ b}, ρ = (ρi)
n1
1 , òî ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ

(4.2) èç (4.4) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (4.3). Îäíàêî èç ýòîãî íåðàâåíñòâà â ñèëó ëåììû 4.1 è
óñëîâèÿ r(A) < 1 âûòåêàåò, ÷òî ρ = 0, ò.å. y1(t) ≡ 0. Åñëè òåïåðü ïðèìåíèì ëåììó 4.2, òî
ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 4.1 ñòàíåò î÷åâèäíîé.

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü n1 = n2 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.121), (1.131). Åñëè, êðîìå òîãî,

ìàòðèöà
∫ b
a P1(τ) dτ íå âûðîæäåíà,

t∫
a

P1(s) ds

b∫
t

P1(s) ds =

b∫
t

P1(s) ds

t∫
a

P1(s) ds ïðè a ≤ t ≤ b (4.9)

è r(A) < 1, ãäå

A =

∣∣∣∣(
b∫

a

P1(τ) dτ

)−1∣∣∣∣
b∫

a

( s∫
a

|P1(τ)| dτ
b∫

s

|P1(τ)| dτ
)
|P2(s)| ds, (4.10)

òî çàäà÷à (1.1), (1.61) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàâåíñòâ (4.1) è (4.9) èìååì

G1(t, s) =



( b∫
a

P1(τ) dτ

)−1
s∫

a

P1(τ) dτ

b∫
t

P1(τ) dτ ïðè s ≤ t,

( b∫
a

P1(τ) dτ

)−1
t∫

a

P1(τ) dτ

b∫
s

P1(τ) dτ ïðè s > t.

Ïîýòîìó |G1(t, s)| ≤
∣∣( ∫ b

a P1(τ) dτ
)−1∣∣ ∫ s

a |P1(τ)| dτ
∫ b
s |P1(τ)| dτ è ñîáëþäàåòñÿ íåðàâåíñòâî

(4.2), ãäå A � ìàòðèöà, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì (4.10). Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ
òåîðåìû 4.1, ÷òî è ãàðàíòèðóåò îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.1), (1.61). Ñëåäñòâèå
äîêàçàíî.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü n1 = n2 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.121), (1.131). Ïóñòü, êðîìå òîãî,

ìàòðèöà
∫ b
a P1(τ) dτ íå âûðîæäåíà è ëèáî γ < 1, ãäå

γ =

∥∥∥∥(
b∫

a

P1(τ) dτ

)−1∥∥∥∥
b∫

a

( s∫
a

∥P1(τ)∥ dτ
b∫

s

∥P1(τ)∥ dτ
)
∥P2(s)∥ ds,

ëèáî γ ≤ 1 è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé

mes
{
s ∈ ]a, t[ : ∥Pi(s)∥ > 0

}
> 0 ïðè a < t < b (i = 1, 2), (4.11)

mes
{
s ∈ ]t, b[ : ∥Pi(s)∥ > 0

}
> 0 ïðè a < t < b (i = 1, 2). (4.12)

Òîãäà çàäà÷à (1.1), (1.61) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y1 ∈ C([a, b];Rn1) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.4) è ρ0 =

= max{∥y1(t)∥ : a ≤ t ≤ b}. Ïî ëåììå 4.2 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,
÷òî ρ0 = 0. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî ρ0 > 0. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0
ñîáëþäàåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥y1(t)∥ < ρ0 ïðè t ∈ [a, a+ δ] ∩ [b− δ, b]. (4.13)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (4.1), èç (4.4) íàõîäèì

ρ0 ≤
∥∥∥∥(

b∫
a

P1(τ) dτ

)−1∥∥∥∥
b∫

a

( s∫
a

∥P1(τ)∥ dτ
b∫

s

∥P1(τ)∥ dτ
)
∥P2(s)∥ ∥y1(s)∥ ds.

Åñëè γ < 1 (åñëè γ ≤ 1 è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (4.11), (4.12)), òî èç ïîñëåäíåãî íåðà-
âåíñòâà ñ ó÷åòîì (4.13) íàõîäèì ρ0 < ρ0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü n1 = n2 = 1, a = 0, b = 1, P11(t) ≡ P22(t) ≡ 0,

P12(t) =

{
1 ïðè t ∈ [0, 1/4] ∪ [1/2, 1],

0 ïðè t ∈ ]1/4, 1/2[,
P21(t) =

{
0 ïðè t ∈ [0, 1/4] ∪ [1/2, 1],

−24 ïðè t ∈ ]1/4, 1/2[.

Òîãäà Pi(t) ≡ Pi 3−i(t) (i = 1, 2),
∫ b
a P1(τ) dτ = 3/4,

∫ b
a

( ∫ s
a |P1(τ)| dτ

∫ b
s |P1(τ)| dτ

)
|P2(s)| ds =

=
∫ 1/2
1/4 3 ds = 3/4 è, ñëåäîâàòåëüíî, γ = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèñòåìà (1.10) ïðè êðàåâûõ

óñëîâèÿõ
x1(a) = 0, x1(b) = 0 (4.14)
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èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (xi)
2
1 ñ êîìïîíåíòàìè

x1(t) =


4t ïðè 0 ≤ t ≤ 1/4,

1 ïðè 1/4 < t < 1/2,

2(1− t) ïðè 1/2 ≤ t ≤ 1,

x2(t) =


4 ïðè 0 ≤ t ≤ 1/4,

10− 24t ïðè 1/4 < t < 1/2,

−2 ïðè 1/2 ≤ t ≤ 1.

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëåäñòâèè 4.1 óñëîâèå r(A) < 1 íåëüçÿ çàìåíèòü óñëîâèåì
r(A) ≤ 1. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå, êîãäà íàðóøåíû óñëîâèÿ (4.11) è (4.12), â òåîðåìå 4.2 óñëîâèå
γ < 1 íåëüçÿ çàìåíèòü óñëîâèåì γ ≤ 1.

Ïðèìåð 4.2. Ïóñòü n1 = n2 = 1, a = 0, b = 2, P11(t) ≡ P22(t) ≡ 0, P12(t) ≡ 1,

P21(t) = −[(2/ε + 1)t2/ε−2 − t4/ε−2] ïðè 0 ≤ t ≤ 1 è P21(t) = P21(2 − t) ïðè 1 < t ≤ 2.

Òîãäà Pi(t) = Pi 3−i(t) (i = 1, 2) è γ =
( ∫ b

a P1(τ) dτ
)−1 ∫ b

a

( ∫ t
a P1(τ) dτ

∫ b
t P1(τ) dτ

)
|P2(τ)| dτ =

= (1/2)
∫ 2
0 t(2− t)|P21(t)| dt =

∫ 1
0 t(2− t)[(2/ε+1)t2/ε−2 − t4/ε−2] dt = 1+ ε/2+ ε/(4 + ε) < 1+ ε.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (1.10), (4.14) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = (xi)
2
1

ñ êîìïîíåíòàìè x1(t) = t exp(−(2/ε)t2/ε), x2(t) = (1 − t2/ε) exp(−(ε/2)t2/ε) ïðè 0 ≤ t ≤ 1,
xi(t) = (−1)i−1xi(2 − t) ïðè 1 < t ≤ 2 (i = 1, 2). Òàêèì îáðàçîì, äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4.11) è (4.12), â òåîðåìå 4.2 óñëîâèå γ ≤ 1 íåëüçÿ çàìåíèòü óñëîâèåì
γ < 1 + ε, êàêèì áû ìàëûì íè áûë ε > 0.

5. Çàäà÷à (1.1), (1.62).
Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî a0 ∈ ]a, b[ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.122), (1.132) è,

êðîìå òîãî, ëèáî

r

( b∫
a

|P1(t)|
b∫

t

|P2(s)| ds dt
)

< 1, (5.1)

ëèáî

r

( b∫
a

|P2(t)|
t∫

a

|P1(s)| ds dt
)

< 1. (5.2)

Òîãäà çàäà÷à (1.1), (1.62) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ
Ëåììà 5.1. Ïóñòü

P1 ∈ Lloc([a, b[ ;Rn1×n2), P2 ∈ Lloc(]a, b];Rn2×n1), (5.3)

b∫
a

∥P2(t)∥
t∫

a

∥P1(s)∥ ds dt < ∞. (5.4)

Òîãäà ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.80) ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ

y1(a) = 0, y2(b) = 0 (5.5)

íåïðåðûâíî íà [a, b].
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ (5.4) íàéäåòñÿ òî÷êà t∗ ∈ ]a, b[ òàêàÿ, ÷òî

b∫
t

∥P2(s)∥
s∫

t

∥P1(τ)∥ dτ ds <
1

2
ïðè t ≥ t∗. (5.6)

Ïóñòü (yi)
2
1 � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.80), (5.5). Òîãäà

y1(s) = y1(t) +

s∫
t

P1(τ)y2(τ) dτ ïðè a ≤ t, s < b, (5.7)
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y2(t) = −
b∫

t

P2(s)y1(s) ds ïðè a < t ≤ b. (5.8)

Åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ ]a, b[ ïîëîæèì v1(t) = max{∥y1(s)∥ : a ≤ s ≤ t}, v2(t) =
= max{∥y2(s)∥ : t ≤ s ≤ b}, òî ñ ó÷åòîì (5.3) è (5.6) èç (5.7) è (5.8) íàéäåì

v1(s) ≤ v1(t) + v2(t)

s∫
t

∥P1(τ)∥ dτ ïðè a < t ≤ s < b,

v2(t) ≤ v1(t)

b∫
t

∥P2(s)∥ ds+ v2(t)

b∫
t

∥P2(s)∥
s∫

t

∥P1(τ)∥ dτ ds ≤

≤ v1(t)

b∫
t

∥P2(s)∥ ds+
v2(t)

2
ïðè t∗ ≤ t < b

è, ñëåäîâàòåëüíî,

v2(t) ≤ 2v1(t)

b∫
t

∥P2(s)∥ ds ïðè t∗ ≤ t < b. (5.9)

Â ñèëó ýòîé îöåíêè èç (5.7) ïîëó÷àåì v1(s) ≤ v1(t∗) + 2
∫ s
t∗
p(τ)v1(τ) dτ ïðè t∗ ≤ s < b, ãäå

p(τ) = ∥P1(τ)∥
∫ b
τ ∥P2(s)∥ ds. Îòñþäà ïî ëåììå Ãðîíóîëëà âûòåêàåò, ÷òî

v1(s) ≤ v1(t∗) exp

(
2

s∫
t∗

p(τ) dτ

)
ïðè t∗ ≤ s < b. (5.10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó óñëîâèé (5.3) è (5.4) èìååì
∫ b
a p(t)dt=

∫ b
a ∥P2(t)∥

∫ t
a ∥P1(s)∥ds dt<+∞.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî èç (5.7), (5.9) è (5.10) íàéäåì ∥y1(s)− y1(t)∥ ≤ γ
∫ s
t p(τ) dτ ïðè t∗ ≤ t ≤ s < b,

ãäå γ = 2v1(t∗) exp
(
2
∫ b
t∗
p(τ) dτ

)
. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî y1 â òî÷êå b èìååò ëåâûé ïðåäåë, êîòîðûé,

êàê ýòî áûëî ñêàçàíî âûøå, ïðèíèìàåòñÿ çà y1(b). Ñëåäîâàòåëüíî, y1 íåïðåðûâíà íà [a, b].
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî y2 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà [a, b]. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî (5.1), èáî ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5.2), ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.1, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî çàäà÷à (1.80), (5.5) èìååò òîëüêî òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå. Ïóñòü (yi)

2
1 � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, êîòîðîå ïî ëåììå 5.1

íåïðåðûâíî íà [a, b], è y1 = (y1i)
n
1 . Åñëè ïîëîæèì ρi = max{|y1i(t)| : a ≤ t ≤ b}, ρ = (ρi)

n
1 ,

òî èç ïðåäñòàâëåíèé (5.7) è (5.8) íàéäåì

|y1(t)| =
∣∣∣∣

t∫
a

P1(s)

b∫
s

P2(τ)y1(τ) dτ ds

∣∣∣∣ ≤ ( b∫
a

|P1(s)|
b∫

s

|P2(τ)| dτ ds
)
ρ ïðè a ≤ t ≤ b

è, ñëåäîâàòåëüíî, ρ ≤
( ∫ b

a |P1(s)|
∫ b
s |P2(τ)| dτ ds

)
ρ. Îòñþäà â ñèëó óñëîâèÿ (5.1) è ëåììû 4.1

âûòåêàåò, ÷òî ρ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, y1(t) ≡ 0, ñîãëàñíî ÷åìó èç (5.8) íàõîäèì, ÷òî y2(t) ≡ 0.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî a0 ∈ ]a, b[ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.122), (1.132) è,
êðîìå òîãî,

b∫
a

∥P1(t)∥
b∫

t

∥P2(s)∥ ds dt < 1. (5.11)

Òîãäà çàäà÷à (1.1), (1.62) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
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×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ñëåäñòâèÿ, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî
(5.11) ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (5.1).

Çàìå÷àíèå 5.1. Â ñèëó óñëîâèÿ (1.122) íåðàâåíñòâî (5.11) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó∫ b
a ∥P2(t)∥

∫ t
a ∥P1(s)∥ ds dt < 1, à ïîñëåäíåå ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (5.2).

Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü n1 = n2 = 1, a = 0, b = 1, P11(t) ≡ P22(t) ≡ 0,

P12(t) =

{
1 ïðè t ∈ [0, 1/4] ∪ [1/2, 1],

0 ïðè t ∈ ]1/4, 1/2[,
P21(t) =

{
0 ïðè t ∈ [0, 1/4] ∪ [1/2, 1],

−16 ïðè t ∈ ]1/4, 1/2[.

Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, Pi(t) ≡ Pi 3−i(t) è
∫ b
a |P1(t)|

∫ b
t |P2(s)| ds dt =

∫ 1/4
0

∫ 1
t |P21(s)| ds dt = 1,

à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèñòåìà (1.10) ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ

x1(a) = 0, x2(b) = 0 (5.12)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (xi)
2
1 ñ êîìïîíåíòàìè

x1(t) =

{
4t ïðè 0 ≤ t ≤ 1/4,

1 ïðè 1/4 < t ≤ 1,
x2(t) =


4 ïðè 0 ≤ t ≤ 1/4,

4(2− 4t) ïðè 1/4 < t < 1/2,

0 ïðè 1/2 ≤ t ≤ 1.

Ïîñòðîåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â òåîðåìå 5.1 óñëîâèå (5.1) (óñëîâèå (5.2)) íåëüçÿ

çàìåíèòü óñëîâèåì r(
∫ b
a |P1(t)|

∫ b
t |P2(s)| ds dt) ≤ 1 (r(

∫ b
a |P2(t)|

∫ t
a |P1(s)| ds dt) ≤ 1), à â ñëåä-

ñòâèè 5.1 óñëîâèå (5.11) íåëüçÿ çàìåíèòü óñëîâèåì

b∫
a

∥P1(t)∥
b∫

t

∥P2(s)∥ ds dt ≤ 1. (5.13)

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî a0 ∈ ]a, b[ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.122), (1.132) è
(5.13). Åñëè, êðîìå òîãî, ñîáëþäåíî ëèáî óñëîâèå (4.11), ëèáî óñëîâèå (4.12), òî çàäà÷à (1.1),
(1.62) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (1.122) íåðàâåíñòâî (5.13)
ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

b∫
a

∥P2(t)∥
t∫

a

∥P1(s)∥ ds dt ≤ 1. (5.14)

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.1, íàì îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî çàäà÷à (1.80), (5.5) èìååò òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (yi)

2
1,

êîòîðîå ïî ëåììå 5.1 íåïðåðûâíî íà [a, b]. Ïîëîæèì ρi = max{∥yi(t)∥ : a ≤ t ≤ b} (i = 1, 2).
Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî δ ∈ ]0, b− a[ áóäåì èìåòü

∥y1(t)∥ < ρ1 ïðè a ≤ t ≤ a+ δ, ∥y2(t)∥ < ρ2 ïðè b− δ ≤ t ≤ b. (5.15)

Èç ïðåäñòàâëåíèé

y1(t) = −
t∫

a

P1(s)

b∫
s

P2(τ)y1(τ) dτ ds, y2(t) = −
b∫

t

P2(s)

s∫
a

P1(τ)y2(τ) dτ ds

ñëåäóåò, ÷òî

ρ1 ≤
b∫

a

∥P1(s)∥
b∫

s

∥P2(τ)∥ ∥y1(τ)∥ dτ ds, ρ2 ≤
b∫

a

∥P2(s)∥
s∫

a

∥P1(τ)∥ ∥y2(τ)∥ dτ ds. (5.16)
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Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (4.11) (óñëîâèå (4.12)), òî â ñèëó íåðàâåíñòâ (5.13) è (5.15) (íåðàâåíñòâ
(5.14) è (5.15)) èç (5.16) íàéäåì ρ1 < ρ1 (ρ2 < ρ2). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
òåîðåìó.

Ïðèâåäåííûé âûøå ïðèìåð 5.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî â òåîðåìå 5.2 òðåáîâàíèå î âûïîëíåíèè
îäíîãî èç óñëîâèé (4.11), (4.12) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì è îòêàçàòüñÿ îò íåãî íåëüçÿ.

Ïðèìåð 5.2. Ïóñòü n1 = n2 = 1, a = 0, b = 1, ε > 0, P11(t) ≡ P22(t) ≡ 0, P12(t) ≡ 1,

P21(t) ≡ −[(1/ε+ 1)t1/ε−2 − t2/ε−2]. Òîãäà Pi(t) ≡ Pi 3−i(t) è

b∫
a

|Pi(t)|
b∫

t

|P2(s)| ds dt =
1∫

0

[(
1 +

1

ε

)
t1/ε−1 − t2/ε−1

]
dt = 1 + ε/2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (1.10), (5.12) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = (xi)
2
1

ñ êîìïîíåíòàìè x1(t) = t exp(−εt1/ε), x2(t) = (1− t1/ε) exp(−εt1/ε).
Ïîñòðîåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â òåîðåìå 5.2 óñëîâèå (5.13) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

è åãî íåëüçÿ çàìåíèòü óñëîâèåì

b∫
a

∥P1(t)∥
b∫

t

∥P2(s)∥ ds dt < 1 + ε,

êàêèì áû ìàëûì íè áûëî ε > 0.
Ðàáîòà ïîääåðæàíà INTAS (ãðàíò 00136).
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