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Sesavali

anri puankares cnobili naSromiT “Analysis Situs” (1895) safuZveli daedo 
maTematikis axal dargs, romelsac dRes algebrul topologias uwodeben.

algebruli topologia SeiZleba daxasiaTdes, rogorc geometriis Zalze 
specifiuri dargi. igulisxmeba Semdegi. 

feliqs klainis erlangenis programis Tanaxmad sxvadasxva geometriebi 
xsaiTdebian maTi simetriis jgufebiT.

evkliduri geometrisaTvis araarsebiTia is, Tu dafis an qaRaldis romel 
nawilSi xatia samkuTxedi, an ra masalisgan aris is damzadebuli, 
geometrias ainteresebs samkuTxedis gverdTa sigrZeebi, kuTxeTa zomebi, 
perimetri, farTobi da a.S. evkliduri geometria Seiswavlis figuraTa im 
Tvisebebs, romlebic invariantulni arian gadaadgilebebis mimarT. 

es ori samkuTxedi evvkliduri geometriisaTvis erTi da igivea, Tumca 
maT sxvadasxva mdebareoba aqvT: erTi meoresgan miiReba  gadaadgilebiT

SeiZleba visaubroT  geometriaze, romelic Seiswavlis figurebis  im 
Tvisebebs, romlebic invariantulia ara mxolod gadaadgilebebis, aramed 
proporciuli gadideba-Semcirebis (homoTetiis) mimarT. cxadia, aseTi 
gardaqmnebis dros gverdebis sigrZeebi, perimetri, farTobi ar narCundeba, 
magram ucvlelia, magaliTad, kuTxeebis sidideebi

topologia ki Seiswavlis figuraTa im Tvisebebs, romlebic ar icvlebian 
kidev ufro “uxeSi” gardaqmnebisas – uwyveti deformaciebis dros. aseTi 
gardaqmnebisas arc erTi zemoTCamoTvlili Tviseba (gverdebi, kuTxeebi, 
perimetri, farTobi) ar narCundeba, e.i. es Tvisebebi ar warmoadgenen 
topologiur Tvisebebs:
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unda vifiqroT, rom Tu romelime Tviseba invariantulia aseTi uxeSi 
gardaqmnis mimarT, maSin is am figuris Zalian Rrma, fundamentur 
Tvisebas unda warmoadgendes.

brtyeli figuris topologiuri Tvisebaa, magaliTad, masSi xvrelebis 
raodenoba:

Sekruli zedapirebisTvis – maTSi Rruebis raodenoba:

sfero da tori ar arian eqvivalenturni, radgan maT sxvadasxva tipis 
Rruebi aqvT:

algebruli topologiis erTerTi mTavari amocanaa figurebis xvrelebis 
(Rruebis, sicarieleebis, ... ) raobisa da raodenobis dadgena.
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naSromi “Analisys Situs” swored am amocanas eZRvneba. aq Semoitanilia ori 
mniSvnelovani invariantis - fundamenturi jgufisa da homologiis 
jgufebis cnebebi.

rogor SeiZleba brtyeli figuris xvrelebis gamovlena (daWera)? davagdoT 
figuraze Tokis maryuJi da SevecadoT movWimoT is, ai, ise, rogorc 
meTevze wyalSi gadaagdebs bades da mere Wimavs mas. maryuJi a moiWimeba 
erT wertilSi (am SemTxvevaSi mas 0-is homotopiuri ewodeba), xolo 
maryuJi b ki ara - mis erT wertilSi moWimvas xvreli SeuSlis xels:

am SemTxvevaSi amboben, rom maryuJi a nulis homotopiuria, xolo b –
ara.

amrigad xvrelebis aRmoCena SeiZleba aramoWimvadi, 0-is  arahomotopiuri,   
maryuJebiT.

Semdeg figuraSi 

aramoWimvadi a maryuJi aRmoaCens A xvrels, b maryuJi aRmoaCens B
xvrels. aq aramoWimvadia c maryuJic, magram is axal xvrels ar 
aRmoaCens, mis mier “aRmoCenili” xvreli arsebiTad A da B xvrelebis 
“jamad” SeiZleba CaiTvalos. 
amdenad, aramoWimvadi maryuJebis saSualebiT Cven xvrelebis raodenobas ki 
ar viTvliT, aramed figuras SeusabamebT garkveul jgufs, romlis 
warmomqmnelebic xvrelebs Seesabameba. am jgufs X figuris fundamenturi 
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jgufi ewodeba da ase aRiniSneba - 1(X). sxva terminologiiT am jgufs 
pirveli homotopiis jgufi ewodeba. analogourad imarteba maRali 
ganzomilebis homotopiis jgufebi n(X), n=1,2,3,... , romlebic 
maRalganzomilebian xvrelebs (Tu Rruebs) akontroleben. homotopiis 
jgufebi invariantebs warmoadgenen – eqvivalentur  figurebs 
(topologiur sivrceebs) erTnairi homotopiis jgufebi aqvT.
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puankares Semohyavs xvrelebis aRweris  gansxvavebuli meTodic, romelsac 
mivyavarT  sxva invariantebamde - homologiis jgufebamde. kvlav 
ganvixiloT sxvadasxva maryuJebi X figuraSi. maryuJs (sxva terminologiiT 
– cikls) 0-is homologiuri  hqvia, Tu SesaZlebelia misi “amoqolva”, 
“amovseba” X-Si moTavsebuli samkuTxedebiT.

am figuraSi 

cikli a amovsebadia samkuTxedebiT, xolo cikli b ki ara, amas kvlav 
xvreli uSlis xels. iseve, rogorc homotopiis jgufis SemTxvevaSi, 
araamovsebadi (araamoqolvadi) ciklebis meSveobiT ganimarteba figuris 
homologiis jgufi H1(X). analogiurad ganimarteba maRali ganzomilebs  
homologiis jgufebi Hn(X), n=1,2,3,... , romlebic maRalganzomilebian xvrelebs 
(Tu Rruebs) akontroleben.

Tu cikli nulis homotopiuria (moWimvadia), maSin is nulis 
homologiuricaa (amovsebadia). magram piriqiT ki ara - SesaZloa cikli 
nulis homologiuri iyos (e.i. aCendes nulovan elements homologiis 
jgufSi), magram ar iyos nulis homotopiuri, e.i. aCendes aranulovan 
elements homotopiis jgufSi. 

pirvel figuraSi (uyuro qoTanSi), cikli a (qoTnis tuCi) amovsebadicaa 
da  moWimvadic, e.i. is nulis homologiuricaa da nulis 
homotopiuric, amitom is aCens nulovan elements rogorc  H1(X)-Si, 
aseve 1(X) –Si. meore figuraSi (yurian qoTanSi) ki cikli b amovsebadia, 
magram aramoWimvadi, amitom is aCens nulovan elements H1(X)-Si, magram 
aranulovans 1(X) –Si.
sazogadod homologiis da homotopiis jgufebi erTmaneTisgan gansxvavdebian. 
homotopiis jgufebi, gansxvavebiT homologiis jgufebisgan, Zalian Zneli 
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gamosaTvlelia. dResac urTules problemad rCeba sferoebis homotopiebis 
gamoTvla. 

mniSvnelovani miRweva iyo e.w. puankares oradobis aRmoCena: n-
ganzomilebiani mravanairobisaTvis damatebiTi ganzomilebebis (ko)homologiebi 
erTmaneTs emTxvevian Hk(X) = Hn-k(X).

maRalganzomilebiani homologiis jgufebis ganmartebam puankares misca 
saSualeba ganezogadebia eileris maxasiaTebeli (X) = wver.-wib.+waxn., 
romelic mxolod zedapirebisaTvis iyo cnobili, maRal ganzomilebebze. 
eiler-puankares maxasiaTebeli ganimarteba rogorc poliedris k-
ganzomilebian elementTa alternirebuli jami (X) =  (-1)k ck .  yvelaze 
arsebiTi aq is aris, rom es maxasiaTebeli emTxveva homologiis jgufTa 
rangebis alternirebul jams, e.i. (X) =  (-1)k rank Hk(X),  rac amtkicebs 
maxasiaTeblis invariantulobas, anu, rom topologiurad eqvivalentur 
poliedrebs erTi da igive eiler-puankares maxasiaTeblebi aqvT. 

homologiebis da kohomologiebis invariantuloba

homologiisa da homotopiis jgufebi invariantebs warmoadgenen: Tu  X 
da Y figurebi (sivrceebi) eqvivalentuni arian, anu erTi meoreze 
miiyvaneba uwyveti deformaciiT, maSin maTi homologiisa da homotopiis 
jgufebi erTmaneTs emTxveva:

X  Y      Hn(X) = Hn(X), n(X) = n(X), n = 0,1,2,… .
Sebrunebuli implikacia sazogadod swori ar aris: homologiisa da 
homotopiis jgufebis TanamTxveva ar iwvevs sivrceebis homotopiurad 
eqvivalenturobas. es arc aris mosalodneli: ar SeiZleba SedarebiT 
martivma algebrulma obieqtebma – homotopiisa da homologiis jgufebma 
srulad aRweron rTuli geometriuli obieqtebi. sxva sityvebiT es 
niSnavs, rom homologiisa da homotopiis jgufebi, erTad ganxilulnic ki, 
ar arian srul invariantebi. magram iqneb homologiisa da homotopiis 
jgufebi warmoadgenen srul invariantebs SedarebiT martivi 
sivrceebisaTvis?

jer kidev puankaremde iyo cnobili organzomilebiani gluvi Caketili 
zedapirebis sruli klasifikacia: yoveli aseTi zedapiri eqvivalenturia 
erTerTisa Semdegi seriidan

sfro, tori, orxvreliani tori, da a.S. es sivrceebi ki calsaxad 
xasiaTdeba maTi homologiebiT.

. . .
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1900  wels puankarem gamoTqva Semdegi hipoTeza: Tu raime n-
ganzomilebiani mravalnairobis homologiis jgufebi emTxveva n-
ganzomilebiani sferos homologiis jgufebs, maSin es mravalanairoba 
sferoa. 4 wlis Semdeg man Tavad moiyvana am hipotezis kontrmagaliTi: 
man aago 3-ganzomilebiani mravalnairoba X iseTi, rom H*(X) = H*(S

3),
magram X  S3, anu X-s aqvs iseTi homologiebi, rogorc sferos, magram 
is ar aris eqvivalenturi sferosi. am magaliTSi 1(X)  1(S

3), e.i. X-is 
homologiis jgufebi ki emTxveva sferosas, magram fundementuli jgufebi 
gansxvavdeba.

amis Semdeg, ukve 1904 wels, puankarem Camoayaliba Sesworebuli hipoTeza: 
Tu raime n-ganzomilebiani (Caketili da orientirebadi) mravalnairobis 
homologiis  jgufebi emTxveva n-ganzomilebiani sferos homologiis 
jgufebs da emTxvevian maTi fundamenturi jgufebic, maSin es 
mravalnairoba sferoa.

XX saukuneSi iyo mravali cda am hipoTezis damtkicebisa da miRweuli 
iyo mniSvnelovani warmatebebic: 1960 wels stiven smeilma aCvena, rom 
hipoTeza samarTliania 4-ze meti n-ebisaTvis. 1981 wels maikl fridmanma 
aCvena hipoTezis samarTlianoba n=4-Tvis. darCa SemTxveva n=3! mTeli XX 
saukunis ganmavlobaSi problema n=3-Tvis gadauWreli iyo.

rogori mdgomareobaa amJamad? 

IX da XX saukuneebis mijnaze (1900 wels) david hibertma Camoayaliba 
Tavisi cnobili problemebi. am problemebma mniSvnelovanwilad gansazRvres 
maTematikis ganviTareba XX saukuneSi.

XX da XXI saukuneebis mijnaze wamyvanma matematikosebma (Alain Connes, Arthur Jaffe, 

Andrew Wiles, Edward Witten)  Camoayalibes problemebi XXI saukunisaTvis, 
saxelwodebiT “aTaswleulis prizis problemebi”. sul Camoyalibebulia 7 
problema, da maT Soris aris puankares hipoTezac. sagulisxmoa, rom am 
7 problemidan TiTeulis amoxsnisaTvis dawesebulia premia milioni 
dolaris odenobiT. saTanado komiteti Seudgeba amoxsnis ganxilvas 
mxolod im SemTxvevaSi, Tu es amoxsna gamoqveynebuli iqneba avtoritetul 
JurnalSi da gamoqveynebis Semdeg 2 weli iqneba gasuli. amiT, etyoba, 
surdaT aecilebiaT moyvaruli maTematikosebis Semotevebi, rogorc es 
fermas Teoremis SemTxvevaSi iyo.

gavrcelda cnoba, rom axalgazrda peterburgelma maTematikosma grigori 
perelmanma gamoaqveyna (jer preprintis saxiT) puankares hipoTezis  
damtkiceba. es damtkiceba ukve iyo moxsenebuli ramdenime cnobil 
seminarze da iseTma avtoritetulma  maTematikosma, rogoric jon 
milnoria, gamoxata enTuziazmi perelmanis damtkicebis mimarT. ase, rom, 
mosalodnelia, rom XXI saukunis 7 problemaTagan erTerTi saukunis 
dasawyisSive CaiTvalos gadaWrilad.
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puankares mier dafuZnebuli algebruli topologia intensiurad 
viTardeboda mTeli XX saukunis ganmavlobaSi, da amaSi roli qarTvel 
topologebsac aqvT. topologiuri skola saqarTveloSi giorgi 
WoRoSvilma daafuZna. puankares dros topologebi ZiriTadad ganixilavdnen 
e.w. “karg” sivrceebs, poliedrebsa da mravanairobebs. Semdeg dadga 
saWiroeba homologiis Teoriis ufro zogad sivrceebze gavrcelebisa. am 
saqmianobaSi iyvnen CarTulni Cexi, aleqsanderi, aleqsandrovi, kolmogorovi, 
da maT Soris giorgi WoRoSvilic. Semdgom amave TematikaSi CaerTvnen 
misi pirveli Taobis mowafeebi – nodar berikaSvili, xvedri inasariZe, 
da agreTve Semdgomi Taobebic – dursun balaZe, leonard mZinariSvili, 
lazare zambaxiZe, guram beriSvili, mixeil balavaZe, guram laiTaZe. 
amJamad saqarTvelos mecnierebaTa akademiis maTematikis institutis 
geometriisa da topologiis ganyofilebaSi mimdinareobs gamokvlevebi 
homologiis da homotopiis Teoriis sxvadasxva sakiTxebisa. giorgi 
WoRoSvilis dafuZnebul qarTvel topologTa skolas dResac didi 
saerTaSoriso aRiareba da avtoriteti aqvs.
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Tornike qadeiSvili

algebra

jgufebi

ganmarteba. jgufi ewodeba simravles G operaciiT

 : GG  G, (a,b) = a * b,
romelic akmayofilebs Semdeg aqsiomebs:
1. asociaturoba: a * (b * c) = (a * b) * c;
2. erTeuli:  e  R    i.r. yoveli elementisaTvis a  R    sruldeba piroba a 

* e = e * a = a
3. mopirdapire: a  R   â i.r. a * â = â * a = e;

jgufi komutaturia (abelisaa) Tu damatebiT sruldeba aqsioma
4. a * b = b * a .

abelis jgufebisaTvis gamoiyeneba aditiuri Cawera:
a*b=a+b, e = 0, â = -a,
xolo araabelurebisTvis – multiplikaturi: a *b=ab, e = 1, â = a-1.

magaliTebi
1. luwi ricxvebi Sekrebis mimarT abelis jgufia, kentebi ki ara.
2. (Z, +)  jgufia; 
3. racionaluri ricxvebi gamravlebis mimarT ar aris jgufi. 
4. (Q \ 0, . )  jgufia.
5. Z4 = {0,1,2,3}      jgufia Semdegi operaciis mimarT:      
               

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

6. Zn = {0,1, … , n - 1}      jgufia Semdegi operaciis mimarT:      

7. araabeluri jgufis magaliTia aragadagvarebul matricTa jgufi 
matricTa gamravlebis mimarT:

1 2 2 3 10 13( 3 4 ) . ( 4 5 ) = ( 28 29 )
xolo

2 3 1 2 11 16( 4 5 ) . ( 3 4 ) = ( 19 28 )
Teorema. jgufSi neitraluri elementi erTaderTia.
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Teorema. jgufSi yovel elements gaaCnia mxolod erTi mopirdapire.
damtkiceba.

qvejgufi

ganmarteba. jgufis qvesimravles H  G ewodeba qvejgufi, Tu H TviTon 
aris jgufi igive operaciis mimarT, anu sruldeba pirobebi

1. Tu a,b  H,   maSin a * b  H;
2. e  H;
3.   Tu a  H,   maSin â  H

magaliTebi 

1. N  Z   ar aris qvejgufi.
2. kenti ricxvebis simravle ar aris Z-is qvejgufi.
3. luwi ricxvebis simravle 2Z aris Z-is qvejgufi.
4. n-is jerad ricxvTa simravle nZ  aris Z-is qvejgufi.
5. Z6= {0,1,2,3,4,5)   jgufis qvesimravleTagan qvejgufebia mxolod 
{0}, {0,2,4}, {0,3}, {0,1,2,3,4,5) .

Teorema. nZ  Z   qvejgufia, piriqiTac, Z-is nebismieri qvejgufi nZ
saxisaa.

homomorfizmebi

ganmarteba. jgufebis asaxvas

f : G  G’
ewodeba homomorfizmi, Tu sruldeba Semdegi pirobebi
1.  f(e) = e’     ( f(0) = 0  aditiur CaweraSi);
2.  f(a * b) = f(a ) * f(b)  ( f(a + b) = f(a) + f(b)  aditiur CaweraSi).

magaliTebi

1. asaxva f : Z  Z  mocemuli tolobiT f(k) = 3k+1   ar aris homomorfizmi. 

2. aseve ar aris homomorpizmi asaxva f(k) = k2:

3. asaxva f : Z  Z  mocemuli tolobiT f(x) = 3x homomorfizmia.

5. asaxva f : Z  Z  mocemuli tolobiT f(x) = nx homomorfizmia, piriqiTac, 

nebismieri homomorfizmi f : Z  Z  aucileblad f(x) = nx tipisaa.

6. asaxva f : Z  Z2  mocemuli tolobebiT f(2n) = 0, f(2n+1) = 1 homomorfizmia.

7. aRwereT homomorfizmebi  2Z Z .
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8. dawereT homomorfizmi  (R, +) → (R+ , ∙ ),   aq es ukanaskneli dadebiT 
ricxvTa multiplikaturi jgufia.

9. dawereT homomorfizmi  (R+ , ∙ ) →(R, +).  

anasaxi da birTvi

ganmarteba. f : G  G’  homomorfizmis anasaxi ewodeba qvesimravles

Im f = {g  G’, g = f(h) }.
Im f yovelTvis aracarielia: e’ = f(e)  Im f.

ganmarteba. f : G  G’  homomorfizmis birTvi ewodeba qvesimravles

Ker f = {g G,  f(g) = e’ }
(  f(g) =0  aditiur CaweraSi ).  Ker f yovelTvis aracarielia: e  Ker f.

magaliTebi

1. f : Z  Z,  f(x) = 3x  homomorfizmisTvis
Im f = { …, -6,-3,0,3,6,…},  Ker f = {0}.
2. f : Z  Z2,  f(2x) = 0,  f(2x+1) = 1  homomorfizmisTvis
Im f = Z2,  Ker f = { …,-4,-2,0,2,4,… }.

Teorema. Im f qvejgufia.

Teorema. Ker f qvejgufia.

Teorema. homomorfizmi f : H  G ineqciaa maSin da mxolod maSin, rodesac 
Ker f = e.

monomorfizmi, epimorfizmi, izomorfizmi

modიT amis Semdeg mxolod abelis jgufebze vilaparakoT. 

ganmarteba. 
monomorfizmi qvia ineqciur homomorfizms.
epimorfizmi qvia siureqciul homomorfizms.
izomorfizmi qvia bieqciur homomorfizms.

ganmarteba. homomorfizms  f : H  G aqvs marjvena Sebrunebuli, Tu 

arsebobs homomorfizmi  g : G  H  iseTi, rom .Gf g id

Teorema. Tu homomorfizms aqvs marjvena Sebrunebuli, maSin is 
epimorfizmia.

magram ara piriqiT: epimorfuloba ar iwvevs marjvena Sebrunebulis 
arsebobas, simravluri marjvena Sebrunebuli SeiZleba ar iyos 
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homomorfizmi. mag. 2: , (2 ) 0, (2 1) 1f Z Z f n f n     (aq sakmarisia iTqvas 

mxolod (1) 1f  ).

ganmarteba. homomorfizms  f : H  G aqvs marcxena Sebrunebuli, Tu 

arsebobs homomorfizmi  g : G  H  iseTi, rom .Hg f id

Teorema. Tu homomorfizms aqvs marcxena Sebrunebuli, maSin is 
monomorfizmia.

magram ara piriqiT: ineqciuloba ar iwvevs marcxena Sebrunebulis 
arsebobas, simravluri marcxena Sebrunebuli SeiZleba ar iyos 
homomorfizmi. mag. : , ( ) 2 .g Z Z g n n 

ganmarteba. homomorfizms  f : H  G aqvs Sebrunebuli (Sebrunebadia)  Tu 

arsebobs homomorfizmi  g : G  H  iseTi, rom , .G Hf g id g f id  

Teorema. homomorfizmi  f : H  G   izomorfizmia maSin da mxolod maSin, 
rodesac is Sbrunebadia.

zusti mimdevrobebi

abelis jgufTa da hohomorfizmTa mimdevrobas 
f gA B C 

qvia zusti, Tu  Im .f Ker g

Teorema. homomorfizmi fA B  epimorfizmia maSin da mxolod maSin, 

roca zustia mimdevroba  0fA B  .

Teorema. homomorfizmi fA B  monomorfizmia maSin da mxolod maSin, 

roca zustia mimdevroba  0 .fA B  .

Teorema. homomorfizmi fA B  izomorfizmia maSin da mxolod maSin, 

roca zustia mimdevroba  0 0.fA B   .

magaliTebi

1. mimdevroba 

20 0g fZ Z Z   
zustia yvela wevrSi (aq (1) 2, (1) 1g f  ).

2. mimdevroba 

0 0g f
nZ Z Z   

zustia yvela wevrSi (aq (1) , (1) 1g n f  ).
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3. mimdevroba 

2 4 20 0g fZ Z Z   
zustia yvela wevrSi (aq (1) 2, (1) 1g f  ).

3’. mimdevroba 

2 2 2 20 0g fZ Z Z Z    
zustia yvela wevrSi (aq (1) (1,0), (1,0) 0, (0,1) 1g f f   ).

miaqcieT yuradReba, 4 {0,1, 2,3}Z   da  2 2 {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)}Z Z 
(koordinatobrivi SekrebiT) orive 4 elementiani, magram erTmaneTisgan 
gansxvavebuli jgufia. es fenomeni dasabams aZlevs gafarToebaTa 
Teorias.

5. faqtorjgufi

vTqvaT, A  abelis jgufia, xolo B A  misi qvejgufi. SemovitanoT A -Si 
aseTi mimarTeba: a b  Tu .a b B 

Teorema. es eqvivalentobis mimarTebaa.

/A B  iyos Sesabamisi faqtorsimravle. SemovitanoT am fatorsimravleSi 
aseTi Sekrebis operacia: nebismieri ori eqvivalentobis klasisaTvis  

, ' /A B    ganvmartoT 

' : ( ')cl a a   
aq  , ' 'a a    am eqvivalentobis klasebidan amorCeuli nebismieri 

elementebia, xolo ( )cl x  aRniSnavs x A  elementis eqvivalentobis klass 

faqtorsimravleSi / .A B

Teorema. es operacia koreqtulia da aqcevs faqtorsimravles /A B
abelis jgufad.

am jgufs fatorjgufi qvia.
ganmarteba. :f A B homomorfizmis kobirTvi kerCo f ewodeba 

faqtorjgufs / ImB f .

magaliTebi

1. aageT izomorfizmi / 2Z Z  faqtorjgufsa da  2Z -s Soris.

2. aageT izomorfizmi /Z nZ  faqtorjgufsa da  nZ -s Soris.

3. neta ra aris /R Z ?

4. homomorfizmisTvis : , (1) 5f Z Z f    aRwereT  , ImKer f f  da  kerCo f .

5. homomorfizmisTvis : , ( ) ( ,0)f A A B f a a     aRwereT  , ImKer f f  da  

kerCo f .
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6. homomorfizmisTvis 2 4: , (1) 2f Z Z f    aRwereT  , ImKer f f  da  kerCo f .

rgolebi da velebi

ganmarteba. rgoli ewodeba simravles R aRWurvils ori operaciiT, 

“SekrebiTa” da “gamravlebiT” a + b, a b,  romlebic akmayofileben Semdeg 
aqsiomebs
1. (R, + ) komutaturi jgufia;
2. Sekreba da gamravleba dakavSirebulni arian distribuciulobis 

kanonebiT:   a  (b + c) = a  b + a  c,  (a + b) c = a  c + b c;
3. gamravleba asociaturia: a  (b  c) = (a  b)  c;

rgols hqvia erTeuliani, Tu damatebiT sruldeba aqsioma

4. arsebobs elementi e  R,  romelic gamravlebis mimarT neitralur 

elemnts warmoadgens: a  e = e  a = a;

rgols hqvia komutaturi, Tu damatebiT sruldeba piroba

5. a  b = b  a.

ganmarteba. rgols (R, +,  )   ewodeba veli, Tu is erTeuliania, 

komutaturia da yovel aranulovan elements gaaCnia Sebrunebuli, anu  a 
 0 R   â R  i.r.  a  â = e.

magaliTebi.

1. (Z, +,  )  rgolia, magram ar aris veli.

2. (Q, +,  )  velia.
3. Z4  rgolia Semdegi operaciebis mimarT:

+ 0 1 2 3  0 1 2 3
0 0 1 1 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 0 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1

magram ar aris veli: 
 4.  Z3   velia.       

5. kompleqsur ricxvTa veli. R2 = {(a,b),  a,b  R }  Semdegi operaciebiT (a,b) 
+ (c,d) = (a+c, b+d),    (a,b)  (c,d) = (a  c - b  d, a  d + b  c)
velia.

ganmarteba. R rgolis aranulovan elements a    hqvia 0-is gamyofi, Tu 

arsebobs aranulovani bR   iseTi, rom a  b = 0.    rgols hqvia unulgayofo, 
Tu mas nulis gamyofebi ar aqvs.

magaliTebi.
1. Z      da  Q    unulgamyofo rgolebia.

2. Z4- s aqvs nulis gamyofi: 2  2 = 0.
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Teorema. vels ar SeiZleba hqondes nulis gamyofebi.

Teorema. Zn unulgamyofoa maSin da mxolod maSin, rodesac n martivia.

Teorema. Zn velia maSin da mxolod maSin, rodesac n martivia. 

amocanebi

1. 2+4 Z5-Si aris 
(a) 6  (b) 0 (g) 1  (d) 3

2.   Z6-Si 4-is mopirdapire (Sekrebis mimarT) aris 
(a) 6  (b) 0 (g) 1  (d) 2

3. am qvesimravleTagan  Z-is qvejgufia
(a) naturaluri ricxvebi (b) kenti ricxvebi 
(g) 3-is jeradi ricxvebi (d) sruli kvadratebi 

4. am qvesimravleTagan  Z-is qvejgufia
(b) dadebiTi ricxvebi (b) uaryofiTi ricxvebi 
(g) 0  (d) 100-ze naklebi ricxvebi

5. am qvesimravleTagan  Z4-is qvejgufia
(a) {1,2,3} (b) {0,1,2} (g) {2,4} (d) {0,2}

6. am asaxvaTagan f : R  R romelia homomorfizmi
(a) f(x) = x2  (b) f(x) = sin x  (g) f(x) = 2x  (d) f(x) = 5x

7. (2,4) da (1,3) kompleqsur ricxvTa namravlia 
(a) (2,12)  (b) (-10,10)  (g) (10,-10)  (d) (14,10)

8. (0,1) kompleqsuri ricxvis kvadratia
(a) (0,-1)  (b) (1,0)  (g) (1,1)  (d) (-1,0)

9. (0,1) kompleqsuri ricxvis  Sebrunebulia
(a) (1,0)  (b) (0,0)  (g) (1,1)  (d) (0,-1)  

10. am rgolTagan romeli ar aris veli
(a) racionaluri ricxvebi Q  (b) mTeli ricxvebi Z  
(g) namdvili ricxveebi R  (d) kompleqsuri ricxvebi C

11. romelia am rgolTagan veli
(a) Z4  (b) Z3  (g) Z6  (d) Z   
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12. romelia am rgolTagan unulgamyofo
(a) Z4  (b) Z8  (g) Z6  (d) Z

13. am rgolTagan romels aqvs  0-is gamyofebi
(a) Z2  (b) Z3  (g) Z6  (d) Z

14. 3  4 Z5-Si aris 
(b) 12  (b) 2 (g) 0  (d) 3

15. Z5-Si 4-is Sebrunebuli (gamravlebis mimarT) aris 
(a) 0,25  (b) 4  (g)  1  (d) 3

16. Z6-Si 0-is gamyofia 
(a) 3  (b) 4  (g)  1  (d) 5

17. Z7 –Si 2-is mopirdapire Sekrebis mimarT aris
(a) -2  (b) 4  (g)  1  (d) 5

18. Z7 –Si 2-is mopirdapire gamravlebis mimarT aris
(a) 0.5  (b) 4  (g)  1  (d) 5

19. Z7 –Si 3 – 5 aris
(a) 0  (b) 4  (g)  1  (d) 5

20. Z7 –Si 3:2 aris
(b) 0  (b) 4  (g)  1  (d) 5
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თორნიკე ქადეიშვილი

კატეგორიები  

განმარტება. კატეგორია  შედგება შემდეგი მონაცემებისგან:

1. ობიექტები  ( ) : , , ,..., , , ,...Ob A B C X Y Z  ;
2. ობიექტთა ყოველი წყვილისთვის , ( )A B Ob  მორფიზმთა სიმრავლე ( , )Mor A B ;
3. ყოველი ობიექტისთვის ( )A Ob  ელემენტი ( , )Aid Mor A A ;
4. კომპოზიციის კანონი: ობიექტთა ყოველი სამეულისთვის , , ( )A B C Ob 

მოცემულია კომპოზიციის წესი - ასახვა 
( , ) ( , ) ( , ), ( , )Mor A B Mor B C Mor A C f g g f    ,

და სრულდება შემდეგი ორი პირობა

1. ;B Aid f f f id  

2. ( ) ( )h g f h g f    .

მაგალითები

1. კატეგორია Sets : ობიექტებია სიმრავლეები, მორფიზმები - ასახვები  
( , ) { : },Mor A B f A B    Aid იგივური ასახვა, კომპოზიცია - კომპოზიცია.

2. კატეგორია Groups : ობიექტები - ჯგუფები, მორფიზმები - ჰომომორფიზმები,  
( , ) { : , ( ') ( ) ( ')}Mor A B f A B f a a f a f a     ,

Aid იგივური ჰმომორფიზმი, კომპოზიცია - კომპოზიცია.

3. კატეგორია  Posets : ობიექტები - ნაწილობრივად დალაგებული სიმრავლეები 
( , )A  , მორფიზმები - მონოტონური ასახვები  

( , ) { : , ' ( ) ( ')}Mor A B f A B a a f a f a     ,

Aid იგივური ასახვა, კომპოზიცია - კომპოზიცია.

4. კატეგორია  Top : ობიექტები - ტოპოლოგიური სივრცეები, მორფიზმები - უწყვეტი 
ასახვები, Aid იგივური ასახვა, კომპოზიცია - კომპოზიცია.

5. კატეგორია  *Top : ობიექტები - პუნქტირებული (ფიქსირებულწერტილიანი) 
ტოპოლოგიური სივრცეები 0 0( , ),X x x X  , მორფიზმები - ფიქსირებული წერტილის 
შემნახავი უწყვეტი ასახვები 

0 0 0 0(( , ), ( , )) { : , ( ) }Mor X x Y y f X Y f x y   ,

Aid იგივური ასახვა, კომპოზიცია - კომპოზიცია.
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6. ერთობიექტიანი კატეგორია: ერთი ობიექტი pt , მორფიზმები - სიმრავლე 
( , )M Mor pt pt აღჭურვილი ასოციატუტი ოპერაციით, ერთეულით, მაგრამ 

შებრუნებულების გარეში (მონოიდი  - თითქმის ჯგუფი).

7. ნატურალური რიცხვები  კატეგორიაა ასეთი სტრუქტურით: ობიექტებია 
ნატურალური რიცხვები 1,2,3,..., ,...n  , მორფიზმები: ( , )Mor m n არის ცარიელი, თუ 
m n და ერთწერტილიანი სიმრავლე, თუ m n . ასეთსავე კატეგორიას ქმნის 
ნებისმიერი (წინა) (ნაწილობრივ) დალაგებული სიმრავლე.

8. ვთქვათ  რაიმე kატეგორიაა. მისი ორადული კატეგორია op
 ასე იმარტება: 

( ) ( ), ( , ) ( , )op

opOb Ob Mor A B Mor B A 


  .

იზომორფიზმი, ენდომორფიზმი, ავტომორფიზმი

მორფიზმს ( , )f Mor A B ეწოდება იზომორფიზმი თუ ( , )g Mor B A  ი.რ. 

Ag f id და Bf g id .
ორ ობიექტი , ( )A B Ob C იზომორფულია თუ არსებობს ერთი მაინც იზომორფიზმი 

( , )f Mor A B . იზომორფულობა ექვივალენტობის მიმართებაა (აბა დაამტკიცეთ!).

მორფიზმს ( , )f Mor A A ეწოდება ენდომორფიზმი. A ობიექტის ენდომორფიზმთა 
სიმრავლე ასე აღინიშნება ( ) ( , )End A Mor A A . ყოველი A ობიექტისათვის ( )End A

მონოიდია (აბა დაამტკიცეთ!).

ენდომორფიზმს, რომელიც იზომორფიზმიცაა ავტომორფიზმი ქვია. A ობიექტის 
ავტომორფიზმთა სიმრავლე ასე აღინიშნება ( ) ( )Aut A End A . ყოველი A

ობიექტისათვის  ( )Aut A ჯგუფია (აბა დაამტკიცეთ! ( )End A რომ მონოიდია ხომ უკვე 
ვიცით, გვრჩება ვაჩვენოთ, რომ (ა) ორი ავტომორფიზმის კომპოზიცია 
ავტომორფიზმია, და (ბ) ყოველი ავტომორფიზმი შებრუნებადია).

სიურექცია, ინექცია, ბიექცია

განმარტება. სიმრავლეთა კატეგორიაში Sets მორფიზმს (ასახვას) :f X Y ეწოდება 
სიურექცია (სხვაგვარად - ასახვა ”ზე”) თუ 
Im f Y , 
ანუ , ( )y Y x X f x y     ,
ანუ 1( )y Y f y    .

თეორემა. სიმრავლეთა კატეგორიაში Sets მორფიზმი  :f X Y სიურექციაა მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს მისი მარჯვენა შებრუნებული - ასახვა :g Y X   ი.რ. 

:Yf g id Y Y  .
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დავამტკიცოთ. ავაგოთ :g Y X ასე:  ავიღოთ რაიმე y Y ,  ხომ არის ჩვენი f

სიურექცია, ამიტომ არსებობს წინასახე x X ი.რ. ( )f x y , ჰოდა განვმარტოთ 
( ) :g y x , აქედან Yf g id ავტომატურად გამოდის. 

მიაქციეთ ყურადღება, ეს g ძალიან არაცალსახად აიგო, ჩვენ ხომ ( )g y -ად ავიღეთ y -
ის ნებისმიერი წინასახე. აქ კიდევ ერთი პრობლემაა სამომავლოდ: თუ იგივეს 
დამტკიცებას მოვისურვებთ კატეგორიაში Groups  (ანTop ) არავითარი გარანტია არ 
გვექნება, რომ ასე ნებისმიერად აგებული g ჰომომორფიზმი (ან უწყვეტი) იქნება.

განმარტება. სიმრავლეთა კატეგორიაში Sets მორფიზმს (ასახვას) :f X Y ეწოდება 
ინექცია  თუ 

1 2 1 2( ) ( )x x f x f x   ,
ანუ 1 2 1 2( ) ( )f x f x x x   ,

ანუ 1( )y Y f y
pt

 
   


.

თეორემა. სიმრავლეთა კატეგორიაში Sets მორფიზმი (ასახვა) :f X Y   ინექცია
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს მისი მარცხენა შებრუნებული - ასახვა 

:g Y X   ი.რ. :Xg f id X X  .

დავამტკიცოთ. ავაგოთ :g Y X ასე:  ავიღოთ რაიმე y Y ,  ხომ არის ჩვენი f

ინექცია, ამიტომ მისი წინსახე ან ცარიელია, ან ერთწერტილიანი. თუ არაცარიელია, 
მაშინ იყოს  ( )g y ის ერთადერთი x რომლისთვისაც ( )f x y , ხოლო თუ ამ ჩვენს y -
ს არ აქვს წინსახე, მაშინ იყოს ( )g y რომელიმე x X , სულ ერთია, რომელი, მაინც არ 
ექნება მნიშვნელობა. ამით ასახვა g უკვე განმარტებულია, დარჩა ვაჩვენოთ, რომ ასე 
აგებული g მართლაც მარცხენა შებრუნებულია. ეს თქვენ აჩვენეთ. 

ისევ მიაქციეთ ყურადღება, ეს შებრუნებული კვლავ ძალიან არაცალსახადაა 
აგებული (ნებისმიერად არჩეული ( )g y როცა y -ს არ აქვს წინსახე), ამასთან 
კატეგორიებში Groups ან Top კვლავ დადგება ჰომომორფიზმობის ან უწყვეტობის 
პრობლემა. 

განმარტება. სიმრავლეთა კატეგორიაში Sets მორფიზმს (ასახვას) :f X Y ეწოდება 
ბიექცია  თუ ის სიურექციაცაა და ინექციაც. 

თეორემა. სიმრავლეთა კატეგორიაში Sets მორფიზმი (ასახვა) :f X Y   ბიექციაა 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს მისი (ორმხრივი) შებრუნებული - ასახვა 

:g Y X   ი.რ. :Yf g id Y Y  და :Xg f id X X  .

(აბა დაამტკიცეთ! აქ ასეთი პრობლემა გაჩნდება: f -ის სიურექციულობის გამო მას 
აქვს მარჯვენა შებრუნებული, ვთქვათ rightg , ხოლო  f -ის ინექციულობის გამო მას 
აქვს მარცხენა შებრუნებული leftg , მაგრამ ვინ თქვა, რომ ეს მარჯვენა და მარცხენა 
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შებრუნებულები ერთმანეთის ტოლია? კი, ტოლია, ამის საჩვენებლად განიხილეთ 
კომპოზიცია left rightg f g  )

როგორც  ვხედავთ ეს განმარტებები ჩამოყალიბებულია ელემენტების ტერმინებში, 
ამიტომ ვერ გამოდგება ნებისმიერ კატეგორიაში, სადაც, საზოგადოდ, ელემენტებზე 
ვერ ვისაუბრებთ. აი, თეორემაში მოყვანილი ექვივალენტური პირობები (მარჯვენა -
მარცხენა - ორმხრივი შებრუნებულების არსებობა) კი მხოლოდ მორფიზმების 
(ელემენტების გარეშე) ტერმინებშია ჩამოყალიბებული, ამდენად მათი გადატანა 
ნებისმიერ კატეგორიაში პრინციპში შესაძლებელია, მაგრამ როგორც ახლა ვნახავთ, 
მაინც არ ვარგა.

თეორემა. კატეგორიაში Groups თუ ჰომომორფიზმს :f X Y აქვს მარჯვენა 
(მარცხენა) შებრუნებული ჰომომორფიზმი, მაშინ ის სიურექციაა (ინექციაა).

აბა დაამტკიცეთ! თუმცა კარგი, დავამტკიცოთ. ვთქვათ f -ს აქვს მარჯვენა 
შებრუნებული rightg . უნდა ვაჩვენოთ, რომ ყოველ ელემენტს y Y აქვს წინასახე. არ 
უნდა ბევრი ძებნა, ამ წინასახედ გამოდგება ( )rightx g y , მართლაც, 

( ) ( ( )) ( )( ) ( )right right Yf x f g y f g y id y y    .
ახლა ვთქვათ f -ს აქვს მარცხენა შებრუნებული leftg . ვაჩვენოთ, რომ f ინექციაა. 
თქვენ გააგრძელეთ.

მაგრამ შებრუნებული თეორემა უკვე აღარ არის სამართლიანი  - სიურექციულობა 
(ინექციურობა) არ იწვევს მარჯვენა (მარცხენა) შებრუნებული ჰომომორფიზმის
არსებობას.

მაგალითი. ჰომომორფიზმი 2: , (1) 1f Z Z f  სიურექციაა, მაგრამ მას მარჯვენა 
შებრუნებული ჰომომორფიზმი არ გააჩნია. (აბა დაამტკიცეთ! თუმცა რა დამტკიცება 
უნდა, ხომ ვიცით (ვიცით?), რომ ამ მიმართულების 2:g Z Z არანულოვანი 
ჰომომორფიზმი საერთოდ არ არსებობს, ნულოვანი კი ჩვენ არ გამოგვადგება 
მარჯვენა შებრუნებულად).

მაგალითი. ჰომომორფიზმი : , (1) 2f Z Z f  ინექციაა, მაგრამ მას მარცხენა 
შებრუნებული ჰომომორფიზმი არ გააჩნია. (აბა დაამტკიცეთ!)

ორივე ამ მაგალითში არსებობს სიმრავლური შებრუნებული, მაგრამ ის არ არის 
ჰომომორფიზმი. 

ასევეა კატეგორიაში Top , სიმრავლური შებრუნებული, რომლის არსებობა 
გარანტირებულია თეორემით შეიძლება არ იყოს უწყვეტი.

მაგალითად სიურექციულ უწყვეტ ასახვას :[0,4] [0,2]f  რომლის გრაფიკია 
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მარჯვენა შებრუნებული კი აქვს, მაგრამ ის ვერ იქნება უწყვეტი.

ბიექციებისთვის ყველაფერი წესრიგშია:

თეორემა.  კატეგორიებში ,Sets Groups მორფიზმი ბიექციურია მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ, როცა მას აქვს (ორმხრივი) შებრუნებული.

Sets -ში ეს უკვე დავამტკიცეთ. ახლა ვნახოთ Groups -ში. აქაც ერთი მხარე  უკვე 
ნაჩვენებია. რჩება: თუ :f X Y ბიექციური ჰომომორფიზმია, მაშინ არსებობს 
შებრუნებული ჰომომორფიზმი. მართლაც, ვთქვათ  :g Y X არის f -ის 
შებრუნებული ასახვა (რომელიც არსებობს, რადგან f ბიექციაა). ერთადერთი, რაც 
უნდა ვაჩვენოთ, არის g -ს ჰომომორფულობა. ავიღოთ რაიმე 1 2,y y Y . შევნიშნოთ, 
რომ f -ის ბიექციურობის (უფრო სწორად სიურექციულობის) გამო არსებობს 

1 2,x x X ი.რ. 1 1 2 2( ), ( )y f x y f x  . 
ვნახოთ 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ( ) ( )) ( ( )) ( )Xg y y g f x f x g f x x id x x x x        
აქ, მიაქციეთ ყურადღება, გამოვიყენეთ Xg f id , ანუ f -ის ინექციურობაც.
ახლა ვნახოთ 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )X Xg y g y g f x g f x id x id x x x      
იგივეა! რ.დ.გ.

მაგრამ კატეგორიაში Top კვლავ ცუდადაა საქმე: იგივური ასახვა 
:X disc antidiscid X X ბიექციური უწყვეტი ასახვაა, მაგრამ მისი სიმრავლური 

შებრუნებული  :X antidisc discid X X არ არის უწყვეტი.
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მონომორფიზმი, ეპიმორფიზმი, იზომორფიზმი

განმარტება.  კატეგორიის მორფიზმს ( , ), :f Mor X Y f X Y  ეწოდება 
ეპიმორფიზმი   თუ  ნებისმიერი ობიექტისათვის Z და მორფიზმთა წყვილისთვის 

, ( , ), , :j k Mor Y Z j k Y Z  ტოლობა   j f k f    იწვევს j k  (მარჯვნიდან შეკვეცის 
პირობა).

თეორემა. კატეგორიაში Sets მორფიზმი :f X Y ეპიმორფიზმია მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ, როცა ის სიურექციაა.

დამტკიცება. ჯერ ვაჩვენოთ, რომ სიურექციულობა იწვევს ეპიმორფულობას. 
ვთქვათ  j f k f  მაგრამ არსებობს y Y ისეთი, რომ ( ) ( )j y k y . f -ის
სიურექციულობის გამო არსებობს x X ისეთი, რომ ( )y f x . მაშინ ( ) ( )j y k y
იწვევს ( ( )) ( ( ))j f x k f x , რაც ეწინააღმდეგება პირობას j f k f  .

ახლა პირიქით, ვაჩვენოთ, რომ ეპიმორფულობა იწვევს სიურექციულობას. 
დავუშვათ, რომ f ეპიმორფიზმია, მაგრამ არაა სიურექციული, ანუ არსებობს

0y Y ისეთი, რომელსაც არ აქვს წინასახე f -ით. ახლა, ავიღოთ , YZ Y j id  , ხოლო
:k Y Y განვმარტოთ ასე: ( )k y y ყველა y Y ელემენტისათვის, გარდა 0y -სა, 

ხოლო 0( )k y იყოს რაც გინდა, ოღონდ არა 0y . ხომ ცხადია, რომ j k , მაგრამ
j f k f  , რაც ეწინააღმდეგება f -ის ეპიმორფულობას. რ.დ.გ.

განმარტება. კატეგორიის მორფიზმს ( , ), :f Mor X Y f X Y  ეწოდება 
მონომორფიზმი   თუ  ნებისმიერი ობიექტისათვის Z და მორფიზმთა წყვილისთვის 

, ( , ), , :j k Mor W X j k W X  ტოლობა   f j f k    იწვევს j k  (მარცხნიდან 
შეკვეცის პირობა).

თეორემა. კატეგორიაში Sets მორფიზმი :f X Y მონომორფიზმია მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, როცა ის ინექციაა.

დამტკიცება.
(ა)  ინექციურობა  მონომორფულობა

დავუშვათ, რომ :f X Y ინექციაა,  f j f k  , მაგრამ j k , ანუ w W  ი.რ. 
( ) ( )j w k w . მაშინ f ის ინექციურობის გამო  ( ( )) ( ( ))f j w f k w ,  რაც ეწინააღმდეგება 

პირობას f j f k  .

(ბ) მონომორფულობა ინექციურობა
დავუშვათ, რომ  :f X Y მონომორფიზმია, მაგრამ არაა ინექცია, ანუ  1 2,x x X 
ი.რ. 1 2( ) ( )f x f x . შევქმნათ ასეთი სიტუაცია: იყოს { , }W a b  (ორწერტილიანი 
სიმრავლე), 1 2( ) , ( )j a x j b x  , ხოლო 2 1( ) , ( )k a x k b x  . მაშინ 

1 2( ( )) ( ) ( ) ( ( ))f j a f x f x f k a   და  2 1( ( )) ( ) ( ) ( ( ))f j b f x f x f k b   , ანუ f j f k  , 
მაგრამ j k , რაც ეწინააღმდეგება f -ის მონომორფულობას.
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თეორემა. ყოველი ეპიმორფიზმი კატეგორიაში  მონომორფიზმია კატეგორიაში op


და პირიქით.

თეორემა. თუ f g ეპიმორფიზმია, მაშინ f -იც ეპიმორფიზმია.

თეორემა. თუ f g მონომორფიზმია, მაშინ g -იც ეპიმორფიზმია.

ესენი თვითონ ცადეთ.

monomorfizmi, epimorfizmi, izomorfizmi abelis jgufTa 
kategoriaSi

modიT amis Semdeg mxolod abelis jgufebze vilaparakoT. 

ganmarteba. 
monomorfizmi qvia ineqciur homomorfizms.
epimorfizmi qvia siureqciul homomorfizms.
izomorfizmi qvia bieqciur homomorfizms.

ganmarteba. homomorfizms  f : H  G aqvs marjvena Sebrunebuli, Tu 

arsebobs homomorfizmi  g : G  H  iseTi, rom .Gf g id

Teorema. Tu homomorfizms aqvs marjvena Sebrunebuli, maSin is 
epimorfizmia.

magram ara piriqiT: epimorfuloba ar iwvevs marjvena Sebrunebulis 
arsebobas, simravluri marjvena Sebrunebuli SeiZleba ar iyos 

homomorfizmi. mag. 2: , (2 ) 0, (2 1) 1f Z Z f n f n     (aq sakmarisia iTqvas 

mxolod (1) 1f  ).

ganmarteba. homomorfizms  f : H  G aqvs marcxena Sebrunebuli, Tu 

arsebobs homomorfizmi  g : G  H  iseTi, rom .Hg f id

Teorema. Tu homomorfizms aqvs marcxena Sebrunebuli, maSin is 
monomorfizmia.

magram ara piriqiT: ineqciuloba ar iwvevs marcxena Sebrunebulis 
arsebobas, simravluri marcxena Sebrunebuli SeiZleba ar iyos 
homomorfizmi. mag. : , ( ) 2 .g Z Z g n n 

ganmarteba. homomorfizms  f : H  G aqvs Sebrunebuli (Sebrunebadia)  Tu 

arsebobs homomorfizmi  g : G  H  iseTi, rom , .G Hf g id g f id  

Teorema. homomorfizmi  f : H  G   izomorfizmia maSin da mxolod maSin, 
rodesac is Sbrunebadia.
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zusti mimdevrobebi

abelis jgufTa da hohomorfizmTa mimdevrobas 
f gA B C 

qvia zusti, Tu  Im .f Ker g

Teorema. homomorfizmi fA B  epimorfizmia maSin da mxolod maSin, 

roca zustia mimdevroba  0fA B  .

Teorema. homomorfizmi fA B  monomorfizmia maSin da mxolod maSin, 

roca zustia mimdevroba  0 .fA B  .

Teorema. homomorfizmi fA B  izomorfizmia maSin da mxolod maSin, 

roca zustia mimdevroba  0 0.fA B   .

magaliTebi

1. mimdevroba 

20 0g fZ Z Z   
zustia yvela wevrSi (aq (1) 2, (1) 1g f  ).

2. mimdevroba 

0 0g f
nZ Z Z   

zustia yvela wevrSi (aq (1) , (1) 1g n f  ).

3. mimdevroba 

2 4 20 0g fZ Z Z   
zustia yvela wevrSi (aq (1) 2, (1) 1g f  ).

3’. mimdevroba 

2 2 2 20 0g fZ Z Z Z    
zustia yvela wevrSi (aq (1) (1,0), (1,0) 0, (0,1) 1g f f   ).

miaqcieT yuradReba, 4 {0,1, 2,3}Z   da  2 2 {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)}Z Z 
(koordinatobrivi SekrebiT) orive 4 elementiani, magram erTmaneTisgan 
gansxvavebuli jgufia. es fenomeni dasabams aZlevs gafarToebaTa 
Teorias.

ინიციალური და ტერმინალური ობიექტები

განმარტება.  C კატეგორიის ობიექტს  ( )I Ob C ეწოდება ინიციალური, თუ 
ნებისმიერი ობიექტისთვის ( )X Ob C არსებობს ზუსტად ერთი მორფიზმი I X , 

ანუ ( , )Mor I X ერთწერტილიანი სიმრავლეა (singleton).
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განმარტება. C კატეგორიის ობიექტს  ( )T Ob C ეწოდება ტერმინალური, თუ 
ნებისმიერი ობიექტისთვის ( )X Ob C არსებობს ზუსტად ერთი მორფიზმი X T , 

ანუ ( , )Mor X T ერთწერტილიანი სიმრავლეა.

ცხადია C ყოველი ინიციალური ობიექტი ტერმინალურია კატეგორიაში opC და 
პირიქით.

თუ ობიექტი ერთდროუ;ად ინიციალურიცაა და ტერმინალურიც, მაშინ მას ნულოვან 
ობიექტს (კატეგორიის ნულს) უწოდებენ.

მაგალითები

კატეგორიაში Sets ინიციალურია ცარიელი სიმრავლე  და ტერმინალურია 
ერთწერტილიანი სიმრავლე pt .

კატეგორიაში Top ინიციალურია ცარიელი ტოპლოგიური სივრცე  და 
ტერმინალურია ერთწერტილიანი ტოპოლოგიური სივრცე pt .

კატეგორიაში Groups ინიციალურიც და ტერმინალურიც (ანუ ნულოვანი) არის 
ტრივიალური ჯგუფი.

როგორც ვიცით ნებისმიერი (ნაწილობრივ)  დალაგებული სიმრავლე ( , )P  შეიძლება 
განხილული იქნას, როგორც კატეგორია, რომლის ობიექტებია P -ს წერტილები, 
ხოლო მორფიზმები ასეა განმარტებული: ( , )Mor m n არის ერთწერტილიანი 
სიმრავლე, თუ m n და ( , )Mor m n   წინააღმდეგ შემთხვევაში. ამ კატეგორიაში 
ინიციალური ობიექტია უმცირესი ელემენტი, ხოლო ტერმინალური - უდიდესი 
(თუკი ასეთები არსებობენ). 

თეორემა. თუ კატეგორიაში არსებობს ინიციალური (ტერმინალური) ელემენტი, 
მაშინ ის ერთადერთია იზომორფიზმის სიზუსტით.
დამტკიცება. ვაჩვენოთ ტერმინალურის ერთადერთობა. ვთქვათ ორია (ან მეტი), T
და 'T გვინდა ვაჩვენოთ, რომ ისინი იზომორფულნი არიან.

T -ს ტერმინალურობის გამო არსებობს ერთადერთი მორფიზმი ( ', )f Mor T T , ხოლო 
'T -ს ტერმინალურობის გამო არსებობს ერთადერთი მორფიზმი ( , ')g Mor T T . ისღა

დაგვღცენია  ( ', )f Mor T T და  ( , ')g Mor T T ურთიერთშექცეული მორფიზმებია. 
მართლაც, კომპოზიცია f g ეკუთვნის სიმრავლეს ( , )Mor T T , მაგრამ T -ს 
ტერმინალურობის გამო ეს სიმრავლე შეიცავს მხოლოდ ერთ ელემენს და ეს 
ელემენტია Tid , ამრიგად Tf g id . ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ 'Tg f id .

ინიციალურის ერთადერთობა თავად სცადეთ.
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ნამრავლი და ჯამი კატეგორიაში

განმარტება.  ვთქვათ , ( )X Y Ob C . მათი (პირდაპირი) ნამრავლი ეწოდება სამეულს 
X Yp pX X Y Y  

ასეთი უნივერსალური თვისებით: ნებისმიერი ორი მორფიზმისთვის 
: , :f R X g R Y 

არსებობს ერთადერთი მორფიზმი :h R X Y  რომლისათვისაც კომუტატურია 
დიაგრამა

X Yp pX X Y Y

f h g

R

  

 

ანუ Xp h f და Yp h g .

თეორემა. პირდაპირი ნამრავლი არის ტერმინალური ობიექტი შემდეგ კატეგორიაში: 
ობიექტები იყოს სამეულები P R Q   , ხოლო მორფიზმები - კომუტატური 
დიაგრამები 

' '' ' 'P R Q

f h g

P R Q

 

 

 

  

 

.

თეორემა.  ამ უნივერსალური თვისების მქომე ობიექტი ერთადერთია 
იზომორფიზმის სიზუსტით.

ეს განმარტება ზოგადდება თანამამრავლთა უსასრულო რაოდენობისათვისაც i
i I

X

 .

განმარტება.  ვთქვათ , ( )X Y Ob C . მათი  კონამრავლი (ან ჯამი)  ეწოდება სამეულს 
X Yi iX X Y Y  

ასეთი უნივერსალური თვისებით: ნებისმიერი ორი მორფიზმისთვის 
: , :f X R g Y R 

არსებობს ერთადერთი მორფიზმი :h X Y R  რომლისათვისაც კომუტატურია 
დიაგრამა

X Yi i

R

f h g

X X Y Y



  

  .

თეორემა. პირდაპირი ჯამი  არის ინიციალური ობიექტი შემდეგ კატეგორიაში: 
ობიექტები იყოს სამეულები P R Q   , ხოლო მორფიზმები - კომუტატური 
დიაგრამები 
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' '' ' '

P R Q

f h g

P R Q

 

 

 

  

 
.

თეორემა.  ამ უნივერსალური თვისების მქომე ობიექტი ერთადერთია 
იზომორფიზმის სიზუსტით.

ეს განმარტება ზოგადდება შესაკრებთა უსასრულო რაოდენობისათვისაც i
i I

X

 .

ნამრავლი და ჯამი კატეგორიაში  Sets

კატეგორიაში Sets ნამრავლია {( , ), , }X Y x y x X y Y    ბუნებრივი პროექციებით 
( , ) , ( , )X yp x y x p x y y  (შეამოწმეთ უნივერსალური თვისება), ხოლო ჯამი -

დიზიუნქტური გაერთიანება ( ,0) ( ,1)X Y X Y   . ბუნებრივი ჩადგმებით 
( ) ( ,0), ( ) ( ,1)X yi x x i y y  (აქაც შეამოწმეთ უნივერსალური თვისება). 

ნამრავლი და ჯამი კატეგორიაში  Groups

კატეგორიაში Groups ნამრავლია {( , ), , }X Y x y x X y Y    ბუნებრივი ოპერაციით 
( , ) ( ', ') ( ', ')x y x y x x y y   

და ბუნებრივი პროექციებით ( , ) , ( , )X yp x y x p x y y  რომლებიც ჰომომორფიზმებია 
(შეამოწმეთ უნივერსალური თვისება), ხოლო ჯამი - ასევე X Y ბუნებრივი 
ჩადგმებით ( ) ( ,0), ( ) (0, )X yi x x i y y  რომლებიც ჰომომორფიზმებია (აქაც შეამოწმეთ 
უნივერსალური თვისება).

ნამრავლი და ჯამი კატეგორიაში  Top

კატეგორიაში Top ნამრავლია {( , ), , }X Y x y x X y Y    მინიმალური ტოპოლოგიით, 
რომლისთვისაც ბუნებრივი პროექციები უწყვეტია, ხოლო ჯამი - დიზიუნქტური 
გაერთიანება ინდუცირებული მინიმალური ტოპოლოგიით, რომლისათვისაც  
ბუნებრივი ჩადგმები უწყვეტია.

კითხვები

კითხვა. სწორია თუ არა, რომ კატეგორიაში Groups ნამრავლი X Y და ჯამი 
(კონამრავლი) ერთი და იგივეა? 

კითხვა. როგორ განვავრცოთ ეს ცნებები - ნამრავლისა და ჯამის -  თანამამრავლთა 
(შესაკრებთა) ნებისმიერი  სასრული ოჯახებისათვის? შესაძლებელია აგრეთვე მათი 
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განმარტება უსასრულო ოჯახებისათვისაც, და აქ გამოჩნდება უფრო ცხადად 
განსხვავება ნარავლსა და ჯამს შორის ჯგუფთა კატეგორიაში. 

კითხვა. რა არის ნამრავლი და ჯამი პუნქტირებულ კატეგორიაში *Top ?
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Tornike qadeiSvili

homotopiis Teoria

homotopia 

ganmarteba. or asaxvas  , :f g X Y   ewodeba homotopiuri Tu arsebobs 

uwyveti asaxva (homotopia) :F X I Y   iseTi, rom 
( ,0) ( ), ( ,1) ( ).F x f x F x g x 

aRniSvna ~
F

f g .

savarjiSo. nebismieri ori asaxva , :f g X R  homotopiuria. Hhomotopias 

axorcielebs asaxva : , ( , ) (1 ) ( ) ( )F X I R F x t t f x tg x      (SeamowmeT, rom es 

F  marTlac axorcielebs saWiro homotopias ~ )
F

f g .

savarjiSo.  vTqvaT X  wrfivadbmuli sivrcea, rac niSnavs, rom 
nebismieri ori wertili SeiZleba SeerTdes wiriT, anu

* * * *, : , (0) , (1)x y X I X x y         .

aCveneT, rom am SemTxvevaSi mudmivi asaxvebi *: , ( )f X X f x x    da  

*: , ( )g X X g x y    homotopiuria. me mgonia homotopia ( , ) ( )F x t t
gamodgeba. SeamowmeT.

Teorema. homotopia eqvivalentobis mimarTebaa.

damtkiceba.

refleqsuroba: ~
F

f f  homotopiiT ( , ) ( ).F x t f x

simetriuloba:  ~ ~
F G

f g g f , sadac ( , ) ( ,1 ).G x t F x t 

tranzituloba:  ~ , ~ ~
F G H

f g g h f h , sadac 

1
( ,2 ), 0

2( , ) .
1

( , 2 1), 1
2

F x t x
H x t

G x t x

   
   


( , )Map X Y  aRniSnavs  yvela uwyveti asaxvis simravles X -dan Y -Si

( , ) { : }.Map X Y f X Y 

homotopia eqvivalentobis mimarTebaa am simravleSi. 

[ , ] ( , )/ ~X Y Map X Y  aRniSnavs eqvivalentobis (homotopiis) klasebis 
simravles. 
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yovel asaxvas ( , )f Map X Y  Sesabameba misi homotopiis klasi [ ] [ , ]f X Y
rac aCens asaxvas

( , ) [ , ].Map X Y X Y

Teorema. Tu mocemuli uwyveti asaxvebisaTvis 
f

h k

g

U X Y V


 


gvaqvs ~
F

f g , maSin  (a) ~kf kg   da  (b)  ~fh gh .

damtkiceba.

(a) homotopias  ~kf kg  axorcielebs ( , ) ( , )G x t kF x t . Ddamtkicebis 

dasrulebisaTvis aCveneT, rom ( ,0) ( ( ))G x k f x  da ( ,1) ( ( ).G x k g x

(b) homotopias  ~fh gh  axorcielebs ( , ) ( ( ), )H u t F h u t . Ddamtkicebis 

dasrulebisaTvis aCveneT, rom ( ,0) ( ( ))H u f h x  da  . . .   .

kategoria hoTop *

kategoriis Top  obieqtebia topologiuri sivrceebi, xolo morfizmebi 

( , ) ( , )TopMor X Y Map X Y . Aaxla ganvmartoT axali kategoria hoTop

(homotopizirebuli Top ):  ( )ob hoTop = ( )ob Top , xolo ( , ) [ , ].hoTopMor X Y X Y

savarjiSo. aCveneT, rom hoTop  koreqtulad ganmartebuli kategoriaa.
aq saWiroa ganimartos kompozicia “axali” morfizmebisa 
[ ] [ , ], [ ] [ , ]f X Y g Y Z  . ganvmartoT kompozicia ase: [ ] [ ] [ ]g f g f  , magram aq 
koreqtuloba iqneba saCvenebeli.

savarjiSo. aCveneT, rom kategoriaSi hoTop  homotopiurad 

eqvivalenturoba izomorfulobas niSnavs. (trivialuria, ubralod 
kargad gaiazreT, ras niSnavs es cnebebi).

homotopiuri eqvivalentoba

ganmarteba. uwyvet asaxvas  :f X Y  ewodeba homeomorfizmi Tu arsebobs 

Sebrunebuli – uwyveti asaxva :g Y X  iseTi, rom 

Yf g id   da  Xg f id .

ganmarteba. X  da Y  topologiur sivrceebi homeomorfulia, Tu arsebobs 
homeomorfizmi :f X Y . aRniSvna .X Y
sxva sityvebiT  .X Y  Tu arsebobs urTierTSeqceul uwyvet asaxvaTa 
wyvili 

( , ), : , : , , .Y Xf g f X Y g Y X f g id g f id    
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Teorema. topologiur sivrceTa homeomorfuloba eqvivalentobis 
mimarTebaa.

damtkiceba. 
(1) refleqsuroba .X Y  aq homeomorfizmis axorcielebs wyvili  

( , ).X Xid id .

(2) simetriuloba X Y Y X   . vTqvaT homeomorfulobas X Y
axorcielebs wyvili ( : , : )f X Y g Y X  . maSin homeomorfulobas  Y X
ganaxorcielebs wyvili . . .   .

(3) tranzituloba  X Y , Y Z X Z   .  vTqvaT homeomorfulobas X Y
axorcielebs wyvili ( : , : )f X Y g Y X  , xolo homeomorfulobas Y Z
axorcielebs wyvili ( : , : )h Y Z k Z Y  .  maSin homeomorfulobas  X Z
ganaxorcielebs wyvili . . .   .
r.d.g.

ganmarteba. uwyvet asaxvas  :f X Y  ewodeba homotopiuri eqvivalentoba
Tu arsebobs misi homotopiuri Sebrunebuli – uwyveti asaxva :g Y X
iseTi, rom  ~ Yf g id   da  ~ Xg f id . 

savarjiSo. yoveli homeomorfizmi homotopiuri  eqvivalentobaa. 
(gamoiyeneT martivi faqti: toli asaxvebi homotopiurebic arian, anu Tu 

: X Y   , maSin ~ ,
F

  .sadac  ( , )F x t  . . .       ).

magram piriqiT ara. magaliTad, :f R pt  (aq  pt  erTwertiliani 

simravlea) ar aris homeomorfizmi (ratom?), magram aris homotopiuri 

eqvivalentoba: :g pt R  iyos asaxva ( ) 0g pt R   , maSin ptf g id  xolo 

~ X
F

g f id  aseTi homotopiiT ( , ) (1 )F x t t x   (naxeT, rom marTlac asea).

ganmarteba. X  da Y  topologiur sivrceebi homotopiurad 
eqvivalenturia, Tu arsebobs homotopiuri eqvivalentoba :f X Y . sxva 

terminologiiT – X  da Y -s aqvT erTnairi homotopiuri tipi.  aRniSvna 
.X Y

sxva sityvebiT  .X Y  Tu arsebobs uwyvet asaxvaTa wyvili 

( , ), : , : , , .Y Xf g f X Y g Y X f g id g f id     

Teorema. topologiur sivrceTa homotopiuri eqvivalentoba 
eqvivalentobis mimarTebaa.

damtkiceba analogiuria wina Teoremis damtkicebisa, ubralod 
sxvadasxva asaxvaTa tolobebis nacvlas maT homotopiurobas axsenebT. 
daamtkiceT TviTon.
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ganmarteba. topologiur sivrces X  qvia moWimvadi, Tu ~X pt .

savarjiSo.  aCveneT, rom R  moWimvadi sivrcea.  Tumca es zemoT ukve 
davamtkiceT. aba naxeT, sad.

Teorema. X  moWimvadia maSin da mxolod maSin, rodesac   :Xid X X
homotopiuria mudmivi asaxvisa *: , ( ) .c X X c x x 

damtkiceba.  kargi, ar gindaT.

retraqcia*

ganmarteba. qvesivrces  A X  ewodeba X -is retraqti, Tu arsebobs 
uwyveti asaxva :r X A  i.r. nebismieri wertilisTvis a A  gvaqvs ( ) .r a a
sxvagvarad, Tu :i A X aRniSnavs Cadgmas A X , maSin Ar i id .

ganmarteba. retraqcias 
i

r
A X

ewodeba deformaciuli, Tu Ar i id  tolobasTan erTad damatebiT 

sruldeba Xi r id

fardobiTi homotopia*

vTqvaT  A X   aris X  topologiuri sivrcis qvesivrce (qvesimravle 
inducirebuli topologiiT), , :f g X Y  da vTqvaT es asaxvebi erTmaneTs 

emTxveva  A -ze: | |f A g A .

ganmarteba. vityviT, rom  ~f g rel A Tu arsebobs :F X I Y   isTi, rom 

~
F

f g   da ( , ) ( ,0)F a t F a , ,a A t I   .

savarjiSo. aCveneT, rom es mimarTebac eqvivalentobaa.

fardobiTi homotopiurobis mniSvnelovani kerZo SemTxvevaa *A x X  . am 

SemTxvevaSi *~f g rel x  Tu * * * * *( , ) ( ,0) ( ,1) ( ) ( ).F x t F x F x f x g x   

topologiuri sivrceebis wyvilTa kategoria*
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am kategoriis obieqtebi iyos topologiur sivrceTa wyvilebi (sivrce-
qvesivrce) ( , ),X A A X , xolo wyvilTa morfizmi : ( , ) ( , )f X A Y B  ase 

imarteba : , ( )f X Y f A B  .  

fardobiTi homotopia ~f g rel A morfizmTa simravleSi (( , ), ( , ))Map X A Y B
ganmartavs eqvivalentobas da e.i. faqtorsimravles (fardobiTi 
homotopiuri klasebis simravles [( , ), ( , )]X A Y B .

mniSvnelovani kerZo SemTxvevaa e.w. punqtirebul topologiur sivrceTa 

kategoria. aq obieqtebia wyvilebi (sivce-dafiqsirebuli wertili) *( , ),X x

*x X , xolo morfizmi * *: ( , ) ( , )f X x Y y  aris asaxva * *: , ( )f X Y f x y  . 

fardobiTi homotopia *~f g rel x  ganmartavs fardobiTi homotopiuri 

klasebis simravles * *[( , ), ( , )]X x Y y .

fundamenturi jgufi  *( , )X x

*( , )X x  rogorc simravle

vTqvaT  *( , )X x   punqtirebuli topologiuri sivrcea. rogorc yovelTvis,  

[0,1]I  , xolo misi sazRvari aRvniSnoT ase {0,1}I  . ganvmartoT simravle

* *( , ) [( , ), ( , )]X x I I X x  

amiT simravle *( , )X x koreqtuladaa ganmartebuli. mainc davazustoT. 

asaxvas : I X    hqvia  gza X -Si.  

asaxva *: ( , ) ( , )I I X x    damatebiT akmayofilebs pirobas *(0) (1) x   ,  mas 

hqvia maryuJi  *( , )X x -Si.  

ori maryuJi *, : ( , ) ( , )I I X x     fardobiTad homotopiuria Tu arsebobas 

asaxva (homotopia)  2:F I I I X   , romelic akmayofilebs Semdeg 
pirobebs

*( ,0) ( ), ( ,1) ( ), (0, ) (1, )F s s F s s F t F t x     .

sabolood, * *( , ) [( , ), ( , )]X x I I X x   aris maryuJTa fadobiTi homotopiis 

klasebi. misi elementebia maryuJTa klasebi *[ ] ( , ).X x 

mravalferovnebisTvis moviyvanT *( , )X x -is kidev erT ganmartebas. 

rogorc yovelTvis,  1S  iyos wrewiri (erTganzomilebiani sfero, xolo 
1

*s S  misi romelime fiqsirebuli wertili. maSin

1
* * *( , ) [( , ), ( , )]X x S s X x  .
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rogorme TviTon dainaxeT, rom *( , )X x simravlis es ori ganmarteba –

monakveTis da wrewiris terminebSi – erTmaneTs emTxveva.

* *( , ) [( , ), ( , )]X x I I X x    rogorc jgufi

*( , )X x  ar aris mxolod simravlea, is jgufia operaciis mimarT, 

romelsac axla ganvmartavT.

yoveli maryuJi *: ( , ) ( , )I I X x   aris gza, romelic iwyeba 0s   momentSi 

wertilSi *x  , 1 wuTis ganmavlobaSi ( 0s   momentidan 1s   momentamde) 

Semoirbens garkveul traeqtorias da 1s   momentSi dabrundeba isev *x
wertilSi.

axla vTqvaT gvaqvs ori maryuJi  *, : ( , ) ( , )I I X x   .  Cveni mizania 

ganvmartoT maTi “namravli”, axali maryuJi   . uxeSad es ase avxsnaT: 

  -m pirveli naxevari wuTis ganmavlobaSi Semoiaros   da meore 

naxevari wuTis ganmavlobaSi Semoiaros  . 

ufro zustad,

1
(2 ), 0

2( ) .
1

(2 1), 1
2

s s
s

s s


 



    
   


maryuJTa gamravleba ganmartavs gamravlebas *( , )X x -Si: am simravlis 

nebismieri ori elementisaTvis *[ ],[ ] ( , )X x    ganvmartoT

[ ] [ ] [ ]      .

es gamravleba gadaaqcevs simravles *( , )X x -s jgufad, magram amisaTvis 

jer uamravi raRacis damtkiceba dagvWirdeba.

koreqtuloba. klasebis namravli ar aris damokidebuli klasebidan 

maryuJebis amorCevaze, anu, Tu ~ ' rel I   da ~ ' rel I   , maSin  

~ ' ' rel I       anu  [ ] [ ' ']      . 

damtkiceba. 
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vTqvaT  '
F

   da  '
G

  . maSin ' '
H

       sadac homotopia :H I I X 

asea iyos ganmartebuli 

1
(2 , ), 0

2( , ) .
1

(2 1, ), 1
2

F s t s
H s t

G s t s

   
   


aq ra aris Sesamowmebeli? 

(1)  H   uwyvetia, anu 
1

2
s  -Tvis  (2 , ) (2 1, )F s t G s t  ;

(2)  ( ,0) ( )H s s   ;

(3)  ( ,1) ' '( )H s s   .
SeamowmeT!

asociaturoba.  sazogadod maryuJebis namravli ar aris asociaturi -

( ) ( )          , magram ( ) ~ ( ) rel I          , rac niSnavs, rom  

[ ( )] [( ) ]          .

damtkiceba – grZelia, unda daiweros Sesabamisi homotopia.  sjobs 
davxatoT

erTeuli. neitraluri elementis rols asrulebs mudmivi maryuJis 

homotopiis klasi; aRvniSnoT * *: ( , ) ( , ), ( )I I X x s x   . kvlav, es ar aris 

neitraluri elementi maryuJTa gamravlebisTvis: , ,         anu

β (2s-1)

β'(2s-1)α'(2s)

α(2s)α

α '

F(s,t)

β

β '

G(s,t) F(2s,t) G(2s-1,t)

         α         β    γ  

  α     β            γ  
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0

0

1 1
(2 ), 0 , 0

2 2( ) ( ), ( ) ( ),
1 1

, 1 (2 1), 1
2 2

s s x s
s s s s

x s s s


     



             
      
  

magram  ~ , ~ ,rel I rel I        rac niSnavs, rom [ ] [ ] [ ], [ ] [ ] [ ]         . 
damtkiceba – grZelia, unda daiweros Sesabamisi homotopia.

modi davwer erT homotopias: 
F

     sadac 

0

2 1
( ), 0

1 2( , ) .
1

, 1
2

t
s s

tF s t
t

x s

         


aq ra aris Sesamowmebeli? 

(1)  F   uwyvetia, anu 0

1
( , )

2

t
F t x


 ;

(2)  ( ,0) ( )F s s   ;

(3)  ( ,1) ( )F s s .

SeamowmeT.

cadeT daweroT homotopia  
G

    .

mopirdapire. yoveli maryuJisaTvis *: ( , ) ( , )I I X x   ganvmartoT maryuJi 
1

*: ( , ) ( , )I I X x     ase:  1( ) (1 )s s    . isev da isev, sazogadod 1    , 

magram 1 ~ rel I    , rac iZleva  1[ ] [ ] [ ]    . analogiurad,  1[ ] [ ] [ ]     . 

es ki niSnavs, rom [ ]  homotopiis klasis mopirdapires rols asrulebs 
1[ ]  , anu 1 1[ ] [ ]   . damtkiceba – unda daiweros Sesabamisi homotopia. 

              α          

       α             ε   

      α             ε        

               α        
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jer davxatoT

axla davweroT es homotopia  1

F
rel I    

(2 ), 0
2

( , ) ( ), 1 .
2 2

(2 2 ), 1 1
2

t
s s

t t
F s t t s

t
s s







  

   

    

SeamowmeT, rom es F  uwyvetia (kargadaa gadakerebuli), da rom is 
marTlac axorcielebs saWiro homotopias (anu gamoTvaleT ( ,0)F s  da 

( ,1)F s ).

sabolood miviReT, rom  *( , )X x  jgufia.

damokidebuleba  wertilis arCevaze

sazogadod fundamenturi jgufi *( , )X x  damokidebulia *x X  wertilis 

arCevaze, anu Tu  * *x y , maSin SesaZlebelia * *( , ) ( , )X x X y  , magram 

Teorema. Tu X wrfivadbmuli sivrcea, maSin   *( , )X x  da *( , )X y
izomorfuli jgufebia.

damtkiceba. wrfivadbmulobis gamo arsebobs *x   da *y  wertilebis 

SemaerTebeli gza * *: , (0) , (1)I X x y     .  dagvWirdeba agreTve *y   da 

*x  wertilebis SemaerTebeli gza 1 1 1
* *: , (0) , (1)I X y x       , romelic 

ase SeiZleba ganvmartoT: 1( ) (1 )s s    .

ganvmartoT ori asaxva  

* * * *: ( , ) ( , ), : ( , ) ( , )X x X y X y X x      

ε

   α                   α -1
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tolobebiT 1 1([ ]) [ ], ([ ]) [ ]                . kvlav grZeli Semowmeba 

mogvcems, rom orive asaxva koreqtulad ganmartebuli jgufTa 

homomorfizmia, amasTan 
*( , )X yid     da  

*( , )X xid   , rac niSnavs, rom  

*( , )X x  da *( , )X y  izomorfuli jgufebia.

inducirebuli homomorfizmi, anu funqtoruloba

moyvanili konstruqcia SeuTanadebs punqtirebul topologiur sivrces 

*( , )X x  mis fundamenur jgufs *( , )X x . axla vaCvenebT, rom metic, 

punqtirebul topologiur sivrceTa nebismier asaxva

* *: ( , ) ( , )f X x Y y

aCens (inducirebs) Sesabamis fundamentur jgufTa homomrfizms 

* *( ) : ( , ) ( , )f X x Y y   .

es  ( )f  ase imarteba  ( )([ ] [ ].f f   

aq raRaa Sesamowmebeli? koreqtuloba da homomorfuloba.

amas garda, advili sanaxavia, rom 
*( , )( )X X xid id  .  

da kidev erTi ram:  ori uwyveti asaxvisaTvis 

f gX Y Z 

kompoziciis Sesabamisi homomorfizmi aris am asaxvaTa Sesabamisi 
homomrfizmebis kompozicia, anu 

* *( ) ( ) ( ) : ( , ) ( , )g f g f X x Z z       .

es yvelaferi imas niSnavs, rom *:Top Groups    aris funqtori 

punqtirebuli topologiuri sivrceebis kategoriidan jgufTa 
kategoriaSi.

savarjiSo. vTqvaT * *, : ( , ) ( , )f g X x Y y   da *~f g rel x , maSin 

* *( ) ( ) : ( , ) ( , )f f X x Y y     .

savarjiSo. Tu *( , )X x da  *( , )X x   homotopiurad eqvivalenturi 

punqtirebuli sivrceebia, maSin *( , )X x   da *( , )Y y   izomorfuli jgufebia.
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savarjiSo. Tu X  moWimvadi sivrcea, maSin is caladbmulia, rac miSnavs, 

rom *( , ) 0X x   (magram arapiriqiT, amis magaliTia organzomilebiani 

sfero 2S ). 

gamoyeneba – braueris uZravi wertilis Teorema

daveyrdnobiT intuitiur faqts  1
*( , )S s Z    da organzomilebiani diskis 

(wris) moWimvadobas 2
*( , ) 0D x  .

Teorema 1.  ar arsebobs wris uwyveti retraqcia mis sazRvarze  
2 1:r D S .

damtkiceba. vTqvaT aseTi retraqcia arsebobs, e.i. gavqvs asaxva 2 1:r D S
iseTi, rom  kompozicia  1 2 1i rS D S    aris 1S

id .  vimoqmedoT am 

diagramaze funqtoriT 

( ) ( )1 2 1( ) ( ) 0 ( )i rS Z D S Z        .

homomorfizmTa es kompozicia nulovania (ratom?), rac ewinaamRdegeba 

pirobas  1( ) ZS
id id  .

Teorema 2. yovel uwyvet asaxvas  2 2:f D D  aqvs uZravi wertili, anu 

arsebobs iseTi 2*x D , rom ( *) *f x x .

damtkiceba. davuSvaT yoveli 2x D  wertilisTvis ( )f x x . ganvmartoT 

asaxva 2 1:r D S ase: SevaerToT wertili 2( )f x D  sxiviT wertilTan 
2x D . ( )r x  iyos am sxivis wrewirTan TanakveTis wertili. cota 

dafiqrdiT, da dainaxavT, rom es  r   retraqciaa, rac ewinaaRmdegeba wina 
Teoremas.
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Tornike qadeiSvili

simpleqsuri kompleqsi

algebrul topologiaSi ufro meti warmatebiT xerxdeba “kargi” 
topologiuri sivrceebis Seswavla. es “kargi” sivrceebi ori tipisaa: e.w. 
mravalnairobebi da poliedrebi.

pirveli “kargi” tipi – mravalnairoba – aris topologiuri sivrce 

romelic lokalurad gamoiyureba rogorc evkliduri sivrce  nR .  ufro 
zustad, topologiuri sivrce M  aris n -ganzomilebiani mravalnairoba,  
Tu misi yoveli wertilisaTvis x M  arsebobs Ria midamo x U M 
romelic homeomorfulia nR -is an, rac igivea, misi raime bmuli Ria 
qvesimravlisa. 

1-mravanairobaTa magaliTebia:  RerZi 1,R intervali (0,1), wrewiri 1S . 

2-mravanairobaTa magaliTebia sibrtye 2 ,R Ria diski 2 1,D S sfero 
2 ,S tori 2 1 1T S S  .

meore tipi “kargi” sivrceebisa aris e.w. poliedrebi, sxva terminia 
simpleqsuri kompleqsebi. es aris topologiuri sivrce, romelic 
aSenebulia standartuli agurebisgan – simpleqsebisgan. 1-ganzomilebiani 
simpleqsia wertili, 2-ganzomilebiani – monakveTi, 2-ganzomilebiani –
samkuTxedi, 3-ganzomilebiani – teraedri, da a.S.

poliedris magaliTia es topologiuri sivrce 

misi agebisas gamoyenebulia Semdegi agurebi: 

5 wertili  1 2 3 4 5{ , , , , }v v v v v ;

6 monakveTi  1 2 2 3 2 4 3 4 2 5 3 5{( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )}v v v v v v v v v v v v ;

1 samkuTxedi 2 3 5{( )}v v v .

am samSeneblo masalas unda axldes proeqti, aRwera, rogor unda 
dakavSirdes es elementebi erTmaneTTan. Cvens SemTxvevaSi proeqti,  
samSeneblo instruqcia, aseTia:

ganalageT wertilebi (wveroebi, 0-simpleqsebi) 1 2 3 4 5, , , ,v v v v v . rogor – amas 

mniSvneloba ar aqvs, Cven xom topologiaSi varT da ara geometriaSi, 

v5

v4

  v1                    v2                       v3
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formas da zomebs mniSvneloba ar aqvs. warmoidgineT, rom monakveTebi, 
samkuTxedebi da sxva samSeneblo agurebi rezinisaa da maTi gaWimva-
SekumSva SeiZleba.

amis Semdeg pirveli monakveTi (wibo, 1-simpleqsi) 1 2v v  erTi boloTi 

miamagreT 1v  wveros, meore ki 2v  wveros. ase gaagrZeleT danarCeni 1-

simpleqsebis Camagreba. Sedegad miviRebT aseT karkass

axla am karkasSi CavamagroT darCenili 2-ganzomilebiani aguri –

samkuTxedi (waxnagi, 2-simpleqsi) 2 3 5( )v v v  ai ase:  am samkuTxedis Sesabamisi 

gverdi mivamagroT ukve karkasSi Cadgmul 1-simpleqss 2 3v v , meore gverdi  

1-simpleqss 2 5v v , mesame gverdi 1-simpleqss 3 5v v , da poliedric aSenda!

droa am yvelafris formalizebisa.

ganmarteba. standartuli n–simpleqsi n ewodeba 1nR  -is qvesimravles 
1

1
1 1

1

{( ,..., ) , 1, 0, 1,..., 1}.
n

n n
n k k

k

x x R x x k n







      
kerZod 

1 2
1 2 1 2 1 2{( , ) , 1, 0, 0}x x R x x x x      

2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3{( , , ) , 1, 0, 0, 0}x x x R x x x x x x        

v5

v4

  v1                    v2                       v3

1

1

1

1

1

x3

x2

x1



43

samSeneblo proeqtis formalizebaa Semdegi 

ganmarteba. abstraqtuli simpleqsuri kompleqsi ewodeba simravles V  da 
mis sasrul qvesimravleTa (simpleqsebis) ojaxs { }S V   ise, rom 

sruldeba ori piroba 

( ) { } , ( ) ,i v V v S ii S S          .

V  simravlis elementebs ( , )V S  simpleqsuri kompleqsis wveroebs
uwodeben, gamoyofil sasrul qvesimravleebs – simpleqsebs. simpleqsis 

S   ganzomileba erTiT naklebia masSi elementebis raodenobaze 

dim ( ) 1card   .

amrigad wveroebi 0-simpleqsebia. Tu S   da ,   maSin  –s qvia  –s 
waxnagi. 

am terminebSi simpleqsuri kompleqsis ganmartebaSi mocemuli aqsiomebi 
ase JRers:  
(i) yoveli wvero simpleqsia,  
(ii) yoveli simpleqsis waxnagi aseve simpleqsia.

simpleqsuri kompleqsis yvela  n-simpleqsis simravles 

{ , dim }nV S n   
qvia n-skeletoni (ConCxi). cxadia 0V V .

simpleqsuri kompleqsebis asaxva : ( , ) ( ', ')f V S V S  ewodeba wveroebis 

asaxvas 0 0: 'f V V  romelic inaxavs simplicialur struqturas, anu 

simpleqsi gadahyavs simpleqsSi, anu 
( ) 'S f S    .

yovel simpleqsur kompleqss ( , )V S  Seesabameba misi realizacia, 

poliedri | |V - topologiuri sivrce, romelic miiReba standartuli n
simpleqsebis SewebebiT ( , )V S -is simplicialuri struqturis mixedviT, ai 

daaxloebiT ise, rogorc zemoT moyvanil magaliTSi iyo. simplicialuri 
asaxva iwvevs realizaciebis uwyvet asaxvas da realizacia xdeba 
funqtori simplicialuri kompleqsebis kategoriidan topologiuri 
sivrceebis kategoriaSi.

magaliTebi

1. qarTuli aso n homeomorfulia aseTi poliedrisa 
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misi simpleqsuri kompleqsia 

0 1 2 3 4

1 1 2 2 3 1 2 3 4

{ , , , }

{( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

V v v v v

V v v v v v v v v




.

2. igive qarTuli aso n homotopiurad eqvivalenturia aseTi poliedrisa 

  

misi simpleqsuri kompleqsia 

0 1 2 3

1 1 2 2 3 1 2

{ , , }

{( , ), ( , ), ( , )}

W w w w

W w w w w w w




.

3. aso  n-s zemoT aRwerili ori simpleqsuri modelebis wveroebis asaxva 

1 3 2 2 3 3: , ( ) , ( ) , ( )f W V f w v f w v f w v   
simplicialuri asaxvaa, xolo  

1 3 2 2 3 4: , ( ) , ( ) , ( )g W V g w v g w v g w v   
- ara (ratom?).

savarjiSoebi

1. daxazeT poliedri, romelic warmoadgens Semdegi simleqsuri 
kompleqsis realizacias

0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 3 2 3 3 4 3 5 4 5 4 6 4 7

2 3 4 5 4 5 6 4 5 7 4 5 6 5 6 7 4 6 7

3 4 5 6 7

{ , , , , , , }

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

{( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )}

{( , , , )}

V v v v v v v v

V v v v v v v v v v v v v v v

V v v v v v v v v v v v v v v v v v v

V v v v v








2. aRwereT simpleqsuri kompleqsi, romlis realizacia homeomorfulia 

wrewiris 1S .

3. aRwereT simpleqsuri kompleqsi, romlis realizacia homeomorfulia 

wris (diskis) 2D .

  v2

  v4                     v3                         v1

                          w3                        w1

  w2
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4. aRwereT simpleqsuri kompleqsi, romlis realizacia homeomorfulia 

sferosi 2S .

5. aRwereT simpleqsuri kompleqsi, romlis realizacia homeomorfulia 

birTvis 3D .

6. aRwereT simpleqsuri kompleqsebi, romelTa realizaciebi 
homeomorfulia am laTinuri asoebisa 

A BC D E F G H I J K L M N PQ R S T V W X Y Z .
romeli asoebia erTmaneTis homeomorfuli? ramdeni homeomorfizmis 
klasia am alfabetSi? gaakeTeT igive qarTuli asoebisTvisac.

7. aRwereT simpleqsuri kompleqsebi, romelTa realizaciebi 
homotopiurad eqvivalenturia am laTinuri asoebisa 

A B C D E F G H I J K L M N P R S T V W X Y Z .
romeli asoebia erTmaneTis homotopirad eqvivalenturi?  ramdeni 
homotopiis tipia am alfabetSi? gaakeTeT igive qarTuli asoebisTvisac.

8. CamoTvaleT is laTinuri asoebi, romelTac aqvT 0-is, 1-is da 8-is 
homotopiuri tipi.

9. CamoTvaleT is qarTuli asoebi, romelTac aqvT 0-is, 1-is da 8-is 
homotopiuri tipi.                         

10. gaixseneT aso  n-s zemoT aRwerili ori simpleqsuri modeli V  da W . 

aCveneT, rom maTi wveroebis nebismieri asaxva V W  avtomaturad 
simplicialuria. 
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Tornike qadeiSvili

eileris maxasiaTebeli

damokidebuleba amozneqili mravalkuTxedis wveroebisa da gverdebis 
(wiboebis) raodenobebs Soris martivia – wveroebis raodenoba udris 
wiboebis raodenobas, anu kombinacia, romelsac mravalkuTxedis eileris 
maxasiaTebli hqvia 

e = (# wveroebi) – (# wiboebi)
udris nuls. 

vnaxoT, rogoria damokidebuleba mravalwaxnagebis elementebis –
wveroebis, wiboebis, waxnagebis – raodenobebs Soris?

yvela es figura topologiurad sferos eqvivalenturia. 

ra aqvT maT erTnairi? 

eileris maxasiaTebeli

e     = (# wveroebi) – (# wiboebi) + (# waxnagebi) = 2.

inglisurad wveroa  Vertex, wibo Edge, waxnagi Face, anu 
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e V E F  

(samwuxarod qarTulad gamogvdis  e  w – w + w).

zogadad, simpleqsuri kompleqsis eiler - puankares maxasiaTebeli ase 
ganimarteba

0 1 2 ... ( 1)i
i

i

k k k k      
aq ik  aRniSnavs simpleqsuri kompleqsis  i -ganzomilebiani simpleqsebis 

raodenobas.

eileris Teorema. Sekruli amozneqili mravawaxnagas eileris 
maxasiaTebeli 2-is tolia.

damtkicebis idea (koSi): 

1. waxnagebis triangulaciiT – diagonalebis gatarebiT -  mivaRwioT imas, 
rom yoveli waxnagi gaxdeba samkuTxedi. am manipulaciiT eileris 
maxasiaTebeli ar icvleba (ratom?).

2. amovWraT erTi samkuTxedi. amiT mravalwaxnaga (topologiurad) 
gadaiqceva mravalkuTxedad xolo eileris maxasiaTebeli 1-iT 
Semcirdeba (ratom?).

3. am mravalkuTxeds rigrigobobiT movkveToT sazRvarTan mdebare 
samkuTxedebi (sul 3 tipisaa). aseTi mokveTebiT eileris maxasiaTebeli ar 
icvleba (ratom?).

4. sabolood mivalT erT samkuTxedamde, romlis eileris maxaseiaTebeli 
erTia. r.d.g.

mravalwaxnagebi, romelTaTvisac 2e 

xom ar ggoniaT, rom yoveli mravalkuTxedis eileris maxasiaTebeli
nulia? 
    

  naxeT es                          an  es  

maTTvis  1e  . es imitom moxda, rom arc erTi es figura ar arian 
wrewiris homeomorfuli.
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savarjiSo
iqneb SeTxzaT mravalkuTxedi, romlisTvisac 0e  , 1e    da a.S. 

axla naxeT es mravalwaxnaga 

gaakeTeT misi yvela waxnagis triangulacia da daTvaleT eileris 
maxasiaTebeli. miiRebT 0e  . es imitom xdeba, rom es figura ar aris 
sferos homeomorfuli, is homeomorfulia torisa  

.
am samSeneblo blokisTvis 

2.e    es mravalwaxnaga homeomorfulia aseT “2-torisa” 
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.

savarjiSo
iqneb daxazoT mravarwaxnaga, romlisTvisac  4e   , 6e    da a. S.

sazogadod, eileris maxasiaTebeli topologiuri invariantia: 
homeomorful topologiur sivrceebs erTnairi eiler-puankares 
maxasiaTebeli aqvT, anu Tu X Y , maSin  ( ) ( ).X Y 

ufro metic, eileris maxasiaTebeli homotopiuri invarianticaa: 
homotopiurad eqvivalentur topologiur sivrceebs erTnairi eiler-
puankares maxasiaTebeli aqvT, anu Tu X Y , maSin  ( ) ( ).X Y 

gvari

cnobilia (orientirebuli) Sekruli zedapirebis sruli klasifikacia: 
TiTeuli aseTi zedapiri homeomorfulia sferosi ramdenime saxeluriT. 
zedapiris gvari g  (genus) ewodeba am saxelurebis raodenobas. 

kerZod, Tavad sferos gvaria 0, torisa 1, zemoT naCvenebi samSeneblo 
blokisa – 2, ai am zedapiris ki - 3

zedapiris gvari udris aseT ricxvs: maqsimum ramdeni Sekruli martivi 
wiris amokveTaa SesaZlebeli ise, rom zedapiri ar daiSalos arabmul 
komponentebad. 
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savarjiSo
aba, dainaxeT, romeli sami Sekruli martivi wiris amokveTaa SesaZlebeli 
am 3-toridan dausjelad.

damokidebuleba eileris maxasiaTebels da gvars Soris aseTia 2 2g   .

platonis sxeulebi

eileris Teoremis Sedegia, rom arsebobs mxolod 5 wesieri 
mravalwaxnaga (e.w. platonis sxeulebi)

tetraedri         kubi          oqtaedri      ikosaedri     dodekaedri
                anu heqsaedri

ratom 5?  

aRvniSnoT:

k - erT wveroSi Tavmoyril wiboTa ricxvi, cxadia 3k 
n   - waxnagis kuTxeTa raodenoba, cxadia 3n 
x – waxnagTa raodenoba 

maSin:  wiboTa raodenobaa 
2

n x
;  

        wveroTa raodenobaa 
n x

k


. 

eileris TeoremiT   2
2

n x n x
x

k

 
   .  aqedan  

4

2 2

k
x

n k nk


 
.

Semdeg cxrilSi gamoTvlilia  x   sxvadasxva  n   da k -sTvis
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k           
n

3 4 5 6 7 8

3 4 8 20 -28 -16

4 6 -10 -6 -4.66 -4

5 12 -8 -4 -3 -2.5 -2.3

6 -4 -2.5 -2 -1.75 -1.6

7 -12 -2.6 -1.8 -1.5 -1.3 -1.2

8 -6 -2 -1.4 -1.2 -1.07 -1

rogorc vxedavT x -is mTeli dadebiTi mniSvneloba gamodis mxolod 5 
SemTxvevaSi. TiTeuli am SemTxvevaTagani Seesabameba platonis sxeuls.

magaliTad, cxrilidan Cans, rom 3, 4k n  SemTxvevaSi  6x  . vnaxoT 

romel mravalwaxnagas viRebT am SemTxvevaSi. amisaTvis gamoxiTvaloT 
wveroebis, wiboebis da waxnagebis raodenoba:

4 6 4 6
8, 12, 6,

3 2 2

n x n x
V E F x

k

   
       

aba Tu mixvdiT, es romelia?

savarjiSo
gamoikvlieT xuTive SemTxveva, romel mravalwaxnagas Seesabameba 
TiTeuli maTgani

( 3, 3); ( 3, 4); ( 4, 3); ( 3, 5); ( 5, 3);k n k n k n k n k n         

amis gamoyenebiT axseniT ras niSnavs sityvebi  tetra,  hexa, octa, dodeca, icosa   
(wesiT berZnulad unda eweros).
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naxevradwesieri mravalwaxnagebi

am 5 wesieri mravalwaxnagas garda arsebobs sxvadasxva tipis 
naxevradwesierebi:

arqimedis sxeulebi – yvela waxnagi wesieri mravalkuTxedia (magram 
SeiZleba araerTsaxela) xolo wveroebi – erTgvarovani. mag. wakveTili 
oqtaedri (permutaedris kerZo saxe, romelsac qvemoT ganvixilavT)

romelsac aqvs waxnagebad kvadratebi da wesieri eqvskuTxedebi. miaqcieT 
yuradReba: aq TiTeuli wvero 3-valentiania (termini qimiidan) anu 3 wibo 
gamodis.

aseTia agreTve eqvskuTxa prizma

                       

romelis waxnagebi agreTve kvadratebi da wesieri eqvskuTxedebia da 
yvela wvero agreTve 3-valentiania.

arsebobs kidev aseTi antiprizma
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gasagebia, rom prizmebisa da antiprizmebis raodenoba usasruloa 
(ratom?), magram arqimedes sxeulebi platonis sxeulebis gamoklebiT 
sul 13 calia, naxeT vikipediaSi Archimedean solid.

jonsonis sxeulebi - yvela waxnagi wesieri mravalkuTxedia magram 
SeiZleba araerTsaxela, xolo wveroebis erTgvarovneba aRar moiTxoveba. 
mag. oTxkuTxa piramida, romlis fuZe kvadratia, xolo gverdiTi 
waxnagebi wesieri samkuTxedebi

aq oTxi wvero 3-valentiania, erTi ki 4-valentiani.

aseTebi 92 calia.
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ekzotikuri mravalwaxnagebi

adidasis fexburTis burTi

                       

es burTi arqimedis sxeulia: zogi misi waxnagi eqvskuTxedia (Hexagon), 
zogi – xuTkuTxedi (Pentagon), amasTan TiTeuli wverodan gamodis sami 
wibo. eileris maxasiaTebeli gvaZlevs saSualebas davTvaloT 
xuTkuTxedebis raodenoba.

davuSvaT gvaqvs H  eqvskuTxedi da P  xuTkuTxedi. maSin  

5 6 5 6
, ,

3 2

P H P H
V E F P H

 
   

da eileris TeoremiT viRebT
5 6 5 6

2
3 2 6

P H P H P
e V E F P H

 
         ,

e.i. 12P  , anu saWiroa zustad  12  xuTkuTxedi. eqvskuTxa waxnagebis 
raodenobis dadgena ufro Znelia, mxolod eileris maxasiaTebeli ar 
kmara.

permutoedri
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savarjiSo
permutaedris waxnagebia ramdenime kvadrati (Square) da ramdenime 
eqvskuTxedi (Hexagon) waxnagi. daadgineT (iseve, rogorc adidasis 
SemTxvevaSi) ramdenia kvadrati?
cadeT daxazoT sxva, permutoedrisgan gansvavebuli arqimedis sxeuli, 
romelsac waxnagebad aseve kvadratebi da eqvskuTxedebi aqvs. 

zogadad permutoedri 4P  aris amozneqili 3-ganzomilebiani 

mravalwaxnaga 4R -Si, romlis wveroebis koordinatebia 1,2,3,4  ricxvebis 

yvela gadanacvleba (e.i. sul 4! 24  wvero). es 4R -is qvesimravle Zneli 
dasaxatia

.

vcadoT davxatoT erTganzomilebiani permutoedri 2P : es aris 2R -is 

amozneqili qvesimravle, romlis wveroebia (1,2)  da (2,1)

savarjiSo

organzomilebiani permutoedri 3
3P R  Tqven TviTon daxateT. ra figura 

gamovida?

ganmarteT  n-ganzomilebiani permutoedri 1
1

n
nP R 
  , nu daxatavT.

1

2

  1      2



56

asociaedri

kidev erTi ekzotikuri politopi – asociaedri 5K

.
misi erTganzomilebiani analogia 3K  romlis wveroebi asea aRwerili: 

ganvixiloT raime sami simbolo, vTqvaT , ,a b c . ramdennairadaa 

SesaZlebeli am sami asos gadamravleba araasociaturi gamravlebiT 

rigis SenarCunebiT? es SesaZleblobebia  ( )a bc  da ( )ab c . amrigad 3K  aris 

monakveTi, romlis wveroebia ( )a bc  da ( )ab c

axla vnaxoT ra iqneba 4K . es aris ukve 2-ganzomilebiani figura –

mravalkuTxedi, romlis wveroebi asea aRwerili: ganvixiloT oTxi 
simbolo vTqvaT , , ,a b c d . ramdennairadaa SesaZlebeli am oTxi asos 
gadamravleba araasociaturi gamravlebiT rigis SenarCunebiT? 
es SesaZleblobebia  

( ( )), (( ) ), ( ( )) , (( ) ) , ( )( )a b cd a bc d a bc d ab c d ab cd .

amrigad 4K  aris xuTkuTxedi. miaqcieT yuradReba, ori wvero adgebs 

wibos, Ty erTi meoredan miiReba asociaturibis wesiT gadasvliT 
( ) ( )x yz xy z

4K  ukve aris mravalwaxnaga, romlis wveroebia xuTi asos , , , ,a b c d e  rigis 
SenarCunebiT gadamravlebis (frCxilebis dasmis) variantebi. aseTi 
variantebia 14, Tu ar meSleba. 

a(bc)                            (ab)c          

(ab)(cd)

((ab)c)d (a(bc))d

a((bc)d)

a(b(cd))
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savarjiSo
daTvaleT! daawereT permutoedris naxazs Sesabamisi kombinaciebi 

( ( ( ))), ( (( ) ), ... .a b c de a b cd e
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Tornike qadeiSvili

martivi winadadebis eileris maxasiaTebeli

qarTuli gramatikis saskolo saxelmZRvaneloSi erTi aseTi wesia 
moyvanili

martiv winadadebaSi wevrTa raodenoba erTiT metia sintaqsur bmaTa 
raodebobaze.

Zalian maTematikurad JRers, ara?

magram jer vcadoT garkveva aq gamoyenebul cnebebSi – “winadadebis 
wevri” da “sintaqsuri bma”. saxelmZRvaneloebSiI  aseTi ganmartebebi 
vnaxe:

 “winadadebaSi Semaval srulmniSvnelovan sityvas winadadebis wevri 
hqvia”

“winadadebis ori wevri sintagmas adgens, Tu isini azrobriv kavSirSi 
arian”.

maTematikosis TvalsazrisiT mTlad mkacri ganmartebebi ar aris: ras 
niSnavs cnebebi “srulmniSvnelovani” an “azrobrivi kavSiri”? maSin maT 
calke ganmarteba sWirdeba, da a.S. magram gramatika ar aris 
maTematikasaviT zusti mecniereba. davkmayofildeT intuiciuri gagebiT.

winadadebis yoveli sityva ar iTvleba winadadebis wevrad. aseTebad ar 
Tvlian kavSirebs, nawilakebs sxva amgvar meorexarisxovan sityvebs: “da”, 
“an”, “ki”, “magram” da a.S.

sintaqsuri bmis, anu sxvagvarad sintagmis cnebaSi ki  modiT 
magaliTebiT gaverkveT.

bavSvi midis skolaSi

am winadadebaSi 3 wevria. sitagmebs adgenen: bavSvi–midis; midis-skolaSi. 

mesame wyvili bavSvi–skolaSi ar aris sintagma. amrigad am winadadebaSi 3 

wevria da 2 sintagma, e.i. wesi Sesrulebulia. vfiqrob intuiciurad 

gasagebia ra aris sintagma, magram mainc mindoda met-naklebad 

damakmayofilebeli ganmarteba menaxa.

magaliTad aseTi dinamiuri ganmarteba:
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winadadebis ori wevri sintagmas adgens, Tu erTis formis cvlileba 

(dro, brunva, ricxvi, …) meoris cvlilebas iwvevs

mag. bavSvi-midis da bavSvebi-midian; midis-skolaSi da modis- skolidan.

magram, samwuxarod, aRmoCnda, rom arsebobs sintaqsuri bmis iseTi saxe 
(mirTva), roca erTi wevris cvlileba ar iwves meoris cvlilebas, mag. 
cxra-Zma, cxra-Zmas, cxra-ZmiT. ase, rom, am ganmartebam ar ivarga. 
davkmayofildeT isev intuiciuri ganmartebiT. 

CavweroT zemoT motanili wesi formulis saxiT:

(winadadebis wevrTa ricxvi) – (sintagmaTa ricxvi) = 1

ai axla ki maTematikosisTvis cxadi unda iyos rom am wess raRac 
kavSiri aqvs cnobil eileris maxasiaTebalTan. 

magram jer minda davsva sami kiTxva:

1. SeiZleba Tu ara, rom winadadebas davumatoT axali wevri ise, rom 
man sintagma Seadginos or Zvel wevrTan?

2. SeiZleba Tu ara, rom winadadebaSi arsebobdes triada, anu wevrTa 
sameuli, romelSic yoveli ori sintagmas adgens? am kiTxvis ufro 
zogadi saxe aseTia: SeiZleba Tu ara, rom winadadebaSi arsebobdes 
cikli, anu wevrTa iseTi mimdevroba, romelSic pirveli wevri sintagmas 
agdens meoresTan, meore – mesamesTan, da a.S., ukanaskneli – pirvelTan? 

3. winadadebis zogi wevri qvemdebaresTanaa sintagmoT dakavSirebuli 
uSualod, an romelime sxva wevrebze (Semasmenlis garda) gavliT, maT 
qvedebaris klasis wevrebi vuwodoT. aseve SesaZlebelia ganvmartoT 
Semasmenlis klasi. magaliTad winadadebSi 

bejiTi bavSvi skolaSi adre midis

sityva bejiTi qvemdebaris klasSia, xolo adre – Semasmenlis. maS ase, 
kiTxva: SeiZleba Tu ara, rom qvemdebaris klasis wevri sintagmas 
adgendes Semasmenlis klasis wevrTan?

SesZlebT upasuxoT am kiTxvebs maTematikis gareSe? ar vici, scadeT!

 pasuxi pirvel kiTxvaze uaryofiTia da is advilad gamodis Cveni 
wesidan: aseTi damatebisas wevrTa ricxvi 1-iT izrdeba, xolo sintagmaTa 
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ricxvi ki 2-iT. maSin axal winadadebaSi sxvaoba erTi ki ar iqneba, 
rogorc amas wesi moiTxovs, aramed 0, rac wess ewinaaRmdegeba.

ai, me-2 da me-3 kiTxvebze pasuxi ki, Cemis azriT, cota ufro Rrma 
maTematikas moiTxovs, razec axla gadaval.

dagvWirdeba ramdenime cneba da faqti grafTa Teoriidan. 
  

grafi ewodeba wertilTa sasrul simravles, romelTagan zogierTi 
wyvili monakveTiTaa SeerTebuli. am wertilebs grafis wveroebs 
uwodeben, xolo monakveTebs – wiboebs. texili ewodeba wiboTa 
mimdevrobas, romlisTvisac yoveli Semdegi wibo iwyeba wina wibos 
boloSi. cikli ewodeba Sekrul texils. grafs ewodeba bmuli, Tu misi 
nebismieri ori wvero texiliT SeiZleba SeerTdes. 

bavSvobaSi ginaxavT albaT amocanebi grafebis Sesaxeb. magaliTad 
konvertis daxazva xelis auReblad, an sami saxlis sam WasTan bilikebiT  
SeerTeba, ise, rom bilikebi erTmaneTs ar kveTdnen. Famaze, albaT, 
rodisme mogiyvebiT. axla ki davubrundeT Cvens Temas. 

grafis eileris maxasiaTebeli ewodeba sxvaobas

e = (wveroTa ricxvi) – (wiboTa ricxvi)

(es aris kerZo SemTxveva zogadi cnebisa 
e = a0 – a1 + a2 – a3 + …

sadac  ak  aris k-ganzomilebian waxnagTa ricxvi).

am cxrilSi bmuli grafebi daxarisxebulia eileris maxasiaTeblebis 
mixedviT:

e = -1 e = 0 e = 1



61

aq e = 0  svetSi erTcikliani grafebia, e = -1 svetSi ki grafebia ori 
mTavari cikliT.

gansakuTrebuli yradReba mivaqcioT e = 1  svets. aq yvela  grafi 
acikluria, rac niSnavs ciklebis ararsebobas, aciklur grafebs 
sxvagvarad “xeebs” uwodeben (gavs, ara?). cxadia, es ar aris SemTxveviTi, 
arsebobs aseTi 

Teorema. bmuli grafi acikluria maSin da mxolod maSin, rodesac misi 
eileris maxasiaTebeli 1-is tolia.

am Teoremas, rogorc yvel “maSin da mxolod maSin” an “aucilebel da 
sakmaris” Teoremas, ori mxare aqvs. 

pirvelis 

acikluri bmuli grafis eileris maxasiaTebeli 1-is tolia

damtkiceba advilia: daiwyeT am grafis gasxlva - kidura wiboebis 
mowyveta, yoveli mowyvetis Semdeg grafs moakldeba erTi wvero da erTi 
wibo, anu eileris maxasiaTebeli ar Seicvleba, sabolood dagvrCeba 
erTi wertili, romlis eileris maxasiaTebali, cxadia, erTia.

ai meore mxare 

Tu bmuli grafis eileris maxasiaTebeli erTia, maSin is acikluria

cota ufro Zneli dasamtkicebelia. scadeT! 

axla droa davubrundeT gramatikas. 

yovel winadadebas SeiZleba SevusabamoT grafi, romelSic imdeni 
wveroa, ramdeni wevric aris winadadebaSi da wiboTi SeerTebulia is 
wveroebi, romelTa Sesabamisi winadadebis wevrebi sintagmas adgenen.

magaliTad winadadebas 

bejiTi bavSvi skolaSi adre midis

aseTi grafia Seesabameba

axla ukve SegviZlia pasuxi gavceT Cvens kiTxvebs.

2. aqvs Tu ara martiv winadadebas ciklebi?

bejiTi

bavSvi

skolaSi

adre

midis
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ara. Cveni gramatikuli wesis Tanaxmad martivi winadadebis Sesabamisi 
grafis eileris maxasiaTebeli 1-is tolia. magram eWvs ar iwvevs erTi 
garemoebac: martivi winadadeba bmulia (aq winadadebis martivobaa 
mniSvnelovani). Tu am garemoebas gaviziarebT, miviRebT:

radgan martivi winadadebis Sesabamisi grafi bmulia da wesis Tanaxmad 
misi eileris maxasiaTebeli 1-is tolis, amitom, Teoremis gamo, is 
acikluria, anu masSi ar SeiZleba arsebobdes ciklebi. 

3. SeiZleba Tu ara qvemdebaris klasis wevri sintagmas adgendes 
Semasmenlis klasis wevrTan?

ara. qvemdebare yovelTvis sintagmaSia SemasmenelTan. Tu qvemdebaris 
klasis romelime wevri sintagmas adgens Semasmenlis klasis wevrTan, 
maSin, cxadia, Seikvreba cikli, rac, rogorc ukve viciT, martiv 
winadadebaSi ar SeiZleba.


