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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 39, № 4 (1986) 

О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ СИСТЕМ 
НЕАВТОНОМНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

И. Т. Кигурадзе 

1. Формулировка основных результатов. Установлены 
признаки существования и единственности периодического 
решения системы неавтономных обыкновенных дифферен
циальных уравнений 

-^- = fi(t,xu . ..,хп) ( i = l , . . . , > ? ) ( 1 ) 

и указан способ его построения. Из работ, выполненных 
раньше в этом направлении, отметим [1—3]. 

Ниже приняты следующие обозначения. R — множе
ство действительных чисел; R+ = [0, -f- oo[, Rn и R+ — 
гг-кратные декартовы произведения R и R+ на себя; (#Дг=1 
и (рм)1, fc=i — га-мерный вектор-столбец и п X п — мат
рица с элементами xt и pi1f (i, к — 1, . . ., п); L0) — мно
жество действительных со-периодических функций, интег
рируемых по Лебегу на [0, со], a L^Xn — множество мат
ричных функций с элементами pik E= L^ (i, к = 1, . . ., п); 
К7^ — множество вектор-функций (/*)?=!: R X Rn ->• Rn, 
каждая компонента которых удовлетворяет условиям Ка-
ратеодори на любом компакте, содержащемся B R X Rn, 
и периодична по первому аргументу с периодом со, т. е. 

fi \t ~Г &>, Хъ . . . , Хп) = fi (t, Xi, . . . , Хп). 

Если р е Ао и ^ р (s) 6s Ф 0, то 
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= < 

gtp)(t,T) = 

1 — exp (̂  p (s) dsj exp (j p (s) ds) при 0 <^ т <^ t, 

1 —exp (5o p (s) ds) | exp (^ p (s) ds + ^ p (s) ds) 

При t<^X<^(d. 

Всюду в дальнейшем предполагается, что 
(fi)UEEKl, (2) 

где со > 0 . 
Наряду с системой дифференциальных уравнений (1) 

рассмотрим и систему дифференциальных неравенств 

^i»i(0<5jLiPifc-W^(0 (i = l,,.>,n), (3) 
где ot Ez {—1, 1} и p;fr ЕЕ Lo). Под решением этой системы 
будем понимать абсолютно непрерывную вектор-функцию 
Q/i)?=i: R ->• Rn» которая почти всюду на R удовлетво
ряет (3). Решение будем называть неотрицательным, если 
его компоненты являются неотрицательными функциями. 

О п р е д е л е н и е . Скажем, что матричная функция 
{Pikfi, k=i €= LZXn принадлежит классу t/S1"""'0™, если 
Pik (0 > 0 при t ЕЕ R, i Ф к, и система дифференциаль
ных неравенств (3) не имеет ненулевого неотрицательного 
(о-периодического решения. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть {Pikfi, K=I ЕЕ ^©Хп» 
РЖ (0 > 0 тг/ш ^ E R , i ф к, 

Sjp« (*)<»< О (i = l , . . . f n ) (4) 

# спектральный радиус матрицы (я**)?. &=ъ ^ £ 

SCO 

Л g(<7iP«)(^T )Pifc(T )d T Ирм ^ & t 

меньше единицы. Тогда 

(p,k)?,fel.e=tC V (5) 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть (ра)Х fr=i — постоянная 
матрица и ptli > 0 7г/?гг г =^ А. Тогда для выполнения (5) 
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необходимо и достаточно, чтобы действительная часть 
каждого собственного значения (р^)7}, /Гг-_,1 была отрицательна. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть на R X Rn соблюдаются неравен
ства 
Oifi (t, хъ . . . , хп) sign Xi < 

<%=1Pik{t)\xk\+q{t) ( i = l , . . . , л ) , (6) 

где а̂  ЕЕ {— 1, 1}, qEzLb}, а матрица (pik)™k==1 удовлетво
ряет условию (5). Тогда система (1) имеет хотя бы одно 
^-периодическое решение. 

С л е д с т в и е 1. Пусть на R X R+ соблюдаются 
неравенства 
Oifi ( ^ ХЪ • • • ? #n) ^ 

< Ж:=1 Рм (0 ** + 9 (0 (* = 1, . . . , /г) (7) 
и 

(г = 1, . . ., /г), (8) 

где а̂  GE {—1, 1}, qEzLa, а матрица (р^)7, &=i удовлет
воряет условию (5). Тогда система (1) имеет хотя бы одно 
неотрицательное ^-периодическое решение. 

При ах = а2 = . . . = оп из этого следствия вытекает 
теорема 4.8 [1]. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть на R X Rn соблюдаются нера
венства 
оi [fi (t, хи ...,xn) — fi (t, уъ . .. , уп)\ sign (я4 — г/|)< 

< K U Рг̂  (0 | х* — Ук | (* = 1, . . . , Л), (9) 

где ot f=_ {—1, 1}, а (рм)1, k=i удовлетворяет условию (5). 
Тогда система (1) имеет одно и только одно (^-периоди
ческое решение. 

С л е д с т в и е 2. Пусть на R X R+ соблюдаются 
неравенства (8) и (9), где oi

cE{—-l, 1}, a {pik)i,k=i 
удовлетворяет условию (5). Тогда система (1) имеет одно 
и только одно неотрицательное dd-периодическое решение. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть соблюдаются условия (5) и (9). 
Тогда для любой непрерывной вектор-функции (^o)i=i: 

: [0, со] -> Rn существует единственная последователь

ней 



ностъ абсолютно непрерывных вектор-функций (х1т)\=1: 
: [0, со] -> Rn (т = 1, 2, . . . ) таких, что при любых 
натуральном т и i (ЕЕ {1, . . ., п) функция хijYi является 
решением задачи Коши 
dx.m (t) 

^ = : ti \*i %lm-i \t)i • • • » Xi-im-i (*)» xim \*h 

(0, . . .^nm-l(O), (10) 
l - < 3 . \ / 1 + C, \ 
—r±-aj=xim-i [ 2 ю ; (41) 

гг равномерно на [О, со] 
lim ^ т(*) = ^(г) ( i = l , . . . , т), (12) 

т->+оо 
где (х()Т=1 — (^-периодическое решение системы (1). 

З а м е ч а н и е 1. Ни в одной из теорем 1—3 нельзя 
отказаться от условия (5), ибо е с л и ( _ р ^ ) ^ = 1 ^ Ьы и pik ^ 
J> 0 при i Ф к, но нарушается (5), то существует удовлет
воряющая условиям (2) и (9) вектор-функция (/j)iLi, Для 
которой система (1) не имеет со-периодического решения. 

З а м е ч а н и е 2. В условиях теоремы 3 имеют 
место оценки 
I xim (t) — xt (t) | < r0ym при 0 < t < со (i = 1, . . ., n; 

m = 1, 2, . . . ), (13) 
где r0 > 0 и у ЕЕ Ю,1[— не зависящие от т числа. 

Сформулированные выше результаты доложены на 
совместном заседании семинара имени И. Г. Петровского и 
Московского математического общества и анонсированы [4]. 

2. О знаке компонент матрицы Грина линейной перио
дической краевой задачи. Рассмотрим систему линейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

dz. v-"^ 

"ЗГ= = с г*2-1. Pi*(*)*fc + oWi(0 (* = l , . . . , n ) (14) 

с периодическими краевыми условиями 
z% (0) = zt (со) + atat (i = 1, . . ., тг), (15) 

где Gt е {—1, 1}, аг е R, р ^ ЕЕ £ш и qi е £©. Хорошо 
известно (см., например, [5]), что если однородная задача 

dz. ^ п п * 
- d r = CTi /_ , . Pik(t)Zk (г = 1, . . . , / г ) , (140) 

z, (0) = z, (a) (* = 1, . . . , n) (150) 
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имеет только нулевое решение, то задача (14), (15) имеет 
единственное решение (Zf)iLi, и оно дается формулой Грина 

Ч (t) = zQi (t) + Д . = 1 ок ^ glk (t, т) дк (г) dr (i = 1 , . . . ,л), 
(16) 

где(г0*)Щ — решение задачи (140), (15), а (#**)?, Л=1 — мат
рица Грина задачи (140), (150). 

Пусть pik (t) J> 0 при i Ф к, а (^)Щ — решение за~ 
дачи (140), (15). Тогда вектор-функция (г/г)Щ, где 
Vi (t) = | zt (t) |, является со-периодическим решением 
системы дифференциальных неравенств (3). Поэтому ясно, 
что если соблюдается условие (5), то задача (160), (170) 
имеет только нулевое решение и, следовательно, сущест
вует матрица Грина этой задачи. 

ЛЕММА 1. Если соблюдается условие (5), то имеют 
место неравенства (4), а компоненты матрицы Грина за
дачи (140), (150) допускают оценки 
Gigu (t, т )> g {GiPiW, т) > 0 , Gkgik (t, т) > 0 при 

ъфк. (17) 
Для доказательства этой леммы нам понадобится 
ЛЕММА 2. Пусть соблюдается условие (5). Тогда для 

любой неотрицательной функции q ^ L^ найдется поло
жительное число г такое, что каждое (^-периодическое ре
шение системы дифференциальных неравенств 

|ffi*iW —ft i (* )* i (* ) |< 
< S U **< А*(')Ы')| + 9V) (*= 1, ••-•*) (18) 

допускает оценку 

SUiMOKr. as) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное, что 

лемма неверна. Тогда найдутся неотрицательная функция 
g E i a и последовательность (^m)|Li (яг = 1, 2, . . . ) со-
периодических решений системы дифференциальных не
равенств (18) таких, что при любом натуральном т 

рт = max 2 C | zim (t) | > т. 

Положим 
*/*m (*) = pm" I *|m (t) ! (* = ! , . . ., W). 
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Тогда 

max 21™_1yim(t)= 1, 

\yim(t)\^q(f) (& = 1, . . . , / г ; га = 1,2,...), 

где ?(0 = ?(0 + S,^ilPifc(Ol и 

<*i0im (0 < S L i Pi* (0 V*m (*) + ? (*)M (l = 1, • • • , Л). (20) 
Ввиду равномерной ограниченности и равностепенной 

непрерывности последовательности со-периодических век
тор-функций (у im)i=1 (т = 1, 2, . . .) без ограничения общ
ности можем считать, что она равномерно сходится. Из 
(20) легко следует, что вектор-функция (у{)™=1, где 

yi(t)= limyim(t), 
m->oo 

является неотрицательным со-периодическим решением си
стемы (3). С другой стороны, 

max S L i » i (*)=!• 

Но это противоречит условию (5). Полученное противоре
чие доказывает лемму. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1. Покажем преж
де всего, что соблюдены неравенства (4). Допустим про
тивное, что для некоторого j ЕЕ {1, . . ., п) 

Подберем функцию р Е= L& таким образом, чтобы 

р (О < Рл (0 ПРИ t е R и j P(0 At = °-
Тогда вектор-функция (yt)iLi, где 

^ (0 = 0 при г # / и #; (0 = ехр (^р (т) dx), 

будет ненулевым неотрицательным со-периодическим ре
шением системы (3). Но это противоречит условию (5). 
Тем самым справедливость неравенств (4) доказана. Из 
этих неравенств следует, что 

gi (t, т) = Gig (oiPu) (*,т) (i = 1, . . ., /г), (21) 
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где gt — функция Грина периодической краевой задачи 
-fi- = OiPu(t)z; z(0) = z(-o)=0. 

Пусть qt ЕЕ Ьы (i = 1, . . ., п) — произвольные неот
рицательные функции и g(t) = y2i=1qi(t). Согласно лем
ме 1, найдется положительное число г такое, что любое 
со-периодическое решение системы дифференциальных не
равенств (18) допускает оценку (19). Положим 

1 0 при 5<^0, 
s при 0 < s < r , (22) 

г при s^>г 
и рассмотрим задачу о существовании со-периодического 
решения дифференциальной системы 
-gf = OiPu (t) Zi + Oil > pi1f (t) Xo (zk) + g{ (t) 

(i = i,...,n). (23) 
Ввиду (21) эта задача сводится к системе интегральных 
уравнений 

Zi О = S0 8 (°iPu) V, т) [ S t = l i ^ Pi* CO 5(o (z* (т)) + gr4 (r)] dr 
(i = l , . . . , « ) , (24). 

разрешимость которой непосредственно вытекает из прин
ципа Шаудера. 

Пусть (ziji=1 — произвольное со-периодическое реше
ние дифференциальной системы (23). Ясно, что оно будет 
и решением системы дифференциальных неравенств (18). 
Поэтому справедлива оценка (19). С другой стороны, вви-
ДУ (24) 

zt (t)>0(i = 1, . . . , / i ) . (25) 
С учетом (19) и (25) из (22) и (23) следует, что (^)?= 1 явля
ется решением системы (14). 

Как уже было сказано выше, система (14) имеет един
ственное со-периодическое решение, и оно допускает пред
ставление (16), где zoi (t) = 0 (i = 1, . . ., п). 

Из (16) и (24) имеем 

0̂ |_2l,.=1
 а*&* & Т) (h (Т) —g(GiPa) (*' Т) 9i (Т) J d T > 0 

(* = 1, . . . , л ) . 

568 



Отсюда ввиду произвольности неотрицательных функций 
qt ЕЕ La (i = 1, . . ., п) вытекают оценки (17). Лемма до
казана. 

3. Об оценке решений систем дифференциальных нера
венств с краевыми условиями периодического типа. Рас
смотрим систему дифференциальных неравенств 

<*№ 00 < K U Pik tO У к (*) + Яг (0 при 0 < t < со 
( S = l , . . . , w ) (26) 

с краевыми условиями 
Oi (Ut (0) - yt (со)) < at (i = 1, . . ., /г), (27) 

где ot e { — 1, 1}, at e R, pa ^ 1ы и qt<= Ьа. 
ЛЕММА 3. Если соблюдается условие (5), то любое ре

шение задачи (26), (27) допускает оценку 
Vi (*) < zt (t) при 0 < t < со (i = 1, . . ., n), (28) 

где (2j)ili — решение задачи (14), (15). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

fit = а( — ot (yt (0) — yt (со)) (г = 1, . . ., n) 
и 

xt (t) = zt (t) ~yt (t) - $ig(OiPii)(t,0)(i = l, . . ., #г). 
Ясно, что (^i)?=i является решением краевой задачи 

-&t = 0i 2-i - Pik ^ Xk + °i8i ̂  (* = !»• • •, «). 
*i (0) = я* (to), (i = 1, • . ., /г), 

где 

fit ( о = s L i Pi* (o #* о + ? * (o—a#* (o + 
+ Sfr=l, k*i PkPik (t)g(<*kPkk) (t,0) (l = 1, • • • , W). 

Из неравенств (26) и (27) следует, что 
pf > 0 и 6* (0 > 0 при 0 < * < со (i — 1, . . ., п). 

С другой стороны, согласно лемме 1, выполнены нера
венства (17). Поэтому 

Хг (*) = Д . , °* V 'ffiJt (t, T) 6„ (Т) (к > 0 
/ 1 = 1 «•'О 

при 0 <; f ^ со (г = 1,. . ., п). 
Следовательно, справедливы оценки (28). Лемма доказана. 
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З а м е ч а н и е 3. Поскольку решение {z0ifi=i задачи 
(14о), (15) допускает представление 

х (2 i = 3 l t j V i P*j (T) g (°jPn) (T> °) a i ) dT> 
из (16) и (28) вытекают оценки 

max 1/{ (t) < ria + r2 \ ?-(т) dx (* = 1 , . . . , n), 

где a = max {| ax|, . . ., \an | }, q (t) - m a x {| gx (*)|, . . . 
. • ., \qn(t) I} , 

r 2 = sup S ^ i l f t f c M I . (29) 

ri = r* A f i=4f ,^. i0 P* j (T) g (OjP») (T, 0) dr. (30) 

ЛЕММА 4. Пусть соблюдается условие (5). Тогда най
дется число у ЕЕ ] 0,1 [ такое, что система дифференци
альных неравенств 

<*\Уг (0 < S L i Pifc (t)yk(t) при O^t^a (i = l , . . . , /г) 
(31) 

с краевыми условиями 

У*(—г^-*0)<'v~*yi(-Ц^-°>) (<=1,. . - ,л). (32) 
где 

* * ( Н р»<0*Р»* = *. (33) 

не имеет ненулевого неотрицательного решения. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для чисел гх и г2, заданных 

равенствами (29) и (30), подберем у ЕЕ'] 0, 1 [ таким обра
зом, чтобы 

(ri + гг $" p.(f) At) (Г1 - 1) < 1/2, (34) 

где 

P(*) = K!*=i. <**?»•(*)•. 
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Пусть (г/г)?=1 — произвольное неотрицательное реше
ние задачи (31), (32). Полагая 

рк ±= max у\ (0, р = max (pi, . . . , pn}, 

находим 

^i(o<sLiPi*(Oj/*(o + (v"i-i)p(op 
при 0 <^ t <^ о (i = 1, . . . , п) 

и 
ot (yt (0) - yt (со)) < (у*1 — 1) р (£ = 1 п). 

Из этих неравенств, согласно замечанию 3 и условию (34), 
вытекает, что р <^ 1/2р и, следовательно, р = 0. Лемма 
доказана. 

ЛЕММА 5. Пусть соблюдается условие (5). Тогда су
ществует число у ЕЕ ] 0,1 [ такое, что для любых непрерыв-
ной вектор-функции (z/j0)?=i: Ю, со] —» R+ и последова
тельности абсолютно непрерывных вектор-функций 
(УыУ1=1: f0, со] —> R+(w = 1, 2, . . .), удовлетворяющих 
неравенствам 

OiVim (t) < Pa (0 2/im 00 + S L i , ^ i P** (0 ^™-i (0 nPu 

0 < * < e o (i = l, . . .,n; m = l , 2 , . . . ) (35) 

j/im (—2"2"00] <yiw-i (—2"~^°7 (* = 1,- . . ,л; 
m = l , 2 , . . . ) , (36) 

справедливы оценки 
I 2/гт ( 0 I < Го Ут При 0 < t < CO 

(* = 1, . . ., n; m = 1,2, . . .), (37) 
где го — не зависящее от т положительное число. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у — число, фигури
рующее в лемме 4, а р^ (£, к = 1, . . ., п) — функции, 
заданные равенствами (33). Введем операторы 

h (si, ...,xm) (t) = у'1 ехр (ог ^ рп (s) ds^j xt (Ьг) + 

+ Gi L exp {0i St P" ̂  ds) (Д-^i, h^i ?ik (T) ̂  ( T ) ) dx 

(* = l , . . . , n ) , 
где а* =—s—со, bt = — ^ - c o . 
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Положим 
yim(t) = V~myim(t), (l = l , . . . , /l), 

9от= max J w i Vim (*)» p m = max {p00, poi, • . •, Pom}. 

Наша задача — доказать, что 
r0 = lim pm < + oo. (38) 

Из (35) и (36) следует, что 

Sim ( 0 < hi (Ухт-п . . ., Упт-l) (О П Р И 0 < £ < СО 
(i = 1, . . ., п; т = 1, 2, . . . ) . (39) 

Если роо = 0, то р т = 0 (т = 1, 2, . ..). Следовательно, 
интерес представляет случай, когда р0о ^> 0. В этом слу
чае для доказательства (38) достаточно показать, что рав
номерно на [0, со] 

lim z0m(t) = 0 (i = l, . . . , / г ) , (38х) 
т-*оо 

где 
*iro ( 0 = SimWpm (* = 1 , . . . , л ) . 

Из (39) имеем 
*гт (0 < *гт (t) При 0 < £ < СО 

(i = l , . . . , rc;/7i = 1 , 2 , . . . ) , (40) 
где 

Zim (t) = Ai (Zlm_!, . . .,^nm-l) (0- (41) 
Ясно, что последовательность вектор-функций ( z ^ ) ^ ! 

(т — 1, 2, . . .) является равномерно ограниченной и рав
ностепенно непрерывной. Поэтому равномерно на [0, со] 
имеем 

lim supzim(t) = Zi(t) (* = l , . . . , w ) , 
m-*oo 

где (^)iLi — непрерывная вектор-функция. 
Из*(40) и (41) следуют неравенства 

Zi (t) < Уг (t) при 0 < t < со (£ = 1, . . ., п), 
где 

z/i (t) = Af (zx, . . ., zn) (0 (i = 1, . . ., m). 
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Отсюда ясно, что (z/i)£=i удовлетворяет краевым условиям 
(32) и 

<*№ (*) = Ра (О Уi (0 + 2/Li, ^ =̂г Л* (0 zfc (0 < 
<l>jn

k=1Pik(t)yk(t) при 0 < * < с о (* = 1, . . . , / г ) . 

Поэтому в силу леммы 4 
у. (t) = о (« = 1, . . ., /г). 

Следовательно, соблюдается условие (38i). Лемма доказана. 
4. Доказательство основных результатов. 
Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 1. Пусть 

{yi)l=i — произвольное неотрицательное оо-периодическое 
решение системы (3). Ввиду (4) 

У г (0 < 2j f r= l j ^ \ S {(УгРа) V, т) pite (т) ̂  (г) dr 
при 0 < t < a) (i = 1,. . . , /г). 

Полагая 
Pi = Ъ.ах i/i (0, р = (Рг)?=ь S = (sik)l k=1, 

из этих неравенств получим 
Р < £ р х ) . 

Отсюда следует, что р = 0, так как спектральный радиус 
матрицы S меньше единицы. Следовательно, соблюдается 
условие (5). Предложение доказано. 

Предложение 2 легко следует из предложения 1, и по
этому его доказательство мы опускаем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть qt (t) = 
= q (t) (i = 1, . . ., ri), fo)?=i — решение задачи (14), 
(150), a r — положительное число, удовлетворяющее ус
ловию (19). Положим 

[ 1 при 0 ^ s <J г, 
% (s) = \ 2 — s/r при r <̂  s <^ 2г, 

I 0 при 5 > 2 г 

Д (*, х{, ...,хп) = % (2"-=1 \хк\) [/* (*, *i, • • •, хп) — 
_ _ _ _ _ _ _ _ — OiPii(t)Xi] ( « = 1 л) . (42) 

*) Неравенства между векторами понимаются покомпонентно. 
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Ввиду (4) из принципа Шаудера легко следует существо
вание со-периодического решения (#$)?=! системы диффе
ренциальных уравнений 

-5£" = Pu(t)Zi + fi(t,xi, хп) (£ = 1 , . . . ,и) . 

Согласно (6) и (42), вектор-функция (#j)i=i, где yt (t) = 
= \xt (t) |, является со-периодическим решением системы 
(26). В силу леммы 3 имеют место оценки (28). Если наря
ду с (19) и (28) учтем и равенства (42), станет ясным, что 
(xifi=i является решением системы (1). Теорема доказана* 

Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. Пусть 
(О при 5 < 0 

Ъ ^ - \ з п р и , > 0 . 
Согласно теореме 1 и условиям (5), (7) и (8), система диф
ференциальных уравнений 

^ = - a i ( l H 4 M O I H * i - X o ( * i ) ] + 
+ h (к Ъ (*i), • • • Ло \хп)) (I = 1, . . . , п) (43) 

имеет со-периодическое решение (х(У}=1. Нам остается до
казать, что (xi)^=1 неотрицательно, ибо каждое неотрица
тельное решение системы (43) является и решением системы 
(1). Допустим противное. Тогда найдутся числа i E {1, . . . 
. . ., ft}, tx ErIO, со [и t2 ЕЕ ] к, со] такие, что 

xi (к) = xi (к) и xi (0 < О ПРИ к < Л < к-
Но это невозможно, так как ввиду (8) и (43) 

Gix'i (0 !> О ПРИ к <! .* < *2-
Полученное противоречие доказывает следствие. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Из (9) вы
текают неравенства (6), где g(t) = ^i==1\fi(t,0, . . . ,0)\. 
Поэтому, согласно теореме 1, система (1) имеет хотя бы 
одно со-периодическое решение. Пусть (^j)?=i и (ZJ)?=I — 
произвольные со-периодические решения системы (1). Вви^ 
ду (9) вектор-функция (yt)^v где yt (t) = \ xt (t) — zt {t) |, 
является неотрицательным со-периодическим решением 
системы (3). Согласно условию (5), yt (t) = 0 \i = 1, . . . 
:. .;ri). Теорема доказана. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Согласно тео
реме 2, система (1) имеет единственное решение '(#i)*=i# 

С другой стороны, из условия (9) следует, что, каковы бы 
ни были i Ег {1, . . ., п}, с ЕЕ R и непрерывные функции 
z^: [0, со] —» R (A; ^= h к = 1, . . ., я), задача Коши 

- ^ = /i(*,Zi(0, . . • ,^_х (*),*,**-,! (*), ••• ,zn(0)» 

имеет единственное решение, заданное на всем [0, со]. Поэ
тому для любой непрерывной вектор-функции (xi0)i=i: 

[О, со] —> R найдется единственная последовательность век
тор-функций (xim)^: [0, со] —> Rn (m = 1, 2, . . .) таких, 
что при любых натуральном т и i ЕЕ {1, . . ., п} функция 
xim является решением задачи (10), (11). Ясно, что 

Угт{*)= \xim{t)—Xi{t) \(i = 1 , . . . , Щ 771 = 1 , 2 , . . .) 

удовлетворяют неравенствам (35) и (36). Согласно лемме 
5 имеет место оценка (37). Следовательно, справедлива 
оценка (13), где г0 и у е= ] 0, 1 [— не зависящие от т 
числа. Теорема доказана. 
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