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И З В Е С Т И Я А К А Д Е М И И Н А У К С С С Р 
Серия математическая 

33 (1969), ШЗ—1398 

УДК 517.9 

И. Т. КИГУРАДЗЕ 

О МОНОТОННЫХ РЕШЕНИЯХ НЕЛИНЕЙНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ n-ГО ПОРЯДКА 

В работе устанавливаются критерии существования и единственно
сти и изучается поведение при г-к+оо решения u(t) дифференциально
го уравнения и(п) = f(t, и, и', ..., в<п-1)).,определенного в промежутке 
(О, +°°) и удовлетворяющего условиям limu(l) = u0, (—l)huW(t) Г̂  О 
при t > 0 (к = 0, 1, . . . , п — 1). 

В предлагаемой статье исследуется задача 

и(п) =/(*, и, и',..., u(^D), (1) 
И т и ( 0 = Ио, ( — 1 ) * ^ > ( 0 > 0 п р и £ > 0 (ft = 0 , 1 , . . . , г с - 1 ) , (2) 
*—0 

где тг > 2. 
Под решением задачи (1)—(2) понимается функция u(t), абсолютно 

непрерывная вместе со своими производными до порядка п — 1 включи
тельно в каждом сегменте, содержащемся в промежутке (0, + со), и удов
летворяющая в этом промежутке уравнению (1) и условиям (2). Раньше 
задача (1) —(2) была изучена лишь для случая п = 2 (см. например, (1), 
о. с». 

В § 1 настоящей статьи приводятся нужные для дальнейшего леммы об 
априорных оценках, а в §§ 2,3 и 4 устанавливаются критерии существова
ния и единственности решений задачи (1) — (2) и изучается поведение ре
шений этой задачи при t —>-"+ оо. 

Краткое сообщение о некоторых результатах настоящей статьи содер
жится в заметке (9). 

§ 1. Леммы об априорных оценках 

Условимся, прежде всего, в принятых во всей статье определениях. 
О п р е д е л е н и е 1.1. оо(£, х) ЕЕ Вп(г; а), если со(£, х) определена и 

неотрицательна в области t ЕЕ (0, а], х ЕЕ [0, + оо) и найдется такое число 
а0 ЕЕ (0, а] и такая непрерывная на полуинтервале (0,а] функция b(t), 
tn-2b(t) ЕЕ L(0, а), что, каково бы ни былоа ЕЕ (0, а0], для любой функции 
u(t), абсолютно непрерывной вместе со своими производными до порядка 
п — 1 включительно в промежутке [a, ci] и удовлетворяющей в этом про
межутке неравенствам 

(__ 1)*и<к> (t) > 0 (к = 0,1,.. . , л), u(t) < г (1.1) 
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|и<"> WI<<o(Mu<»-D (01). (1-2) 
имеем: 

I *»-» (о | < 6(0 (1.3) 
при а < t < а. 

О п р е д е л е н и е 1.2. г|э(£, #!,..., я т ) EH Ща, Р), еслитга > 1, афунк-
ция ty(t, x1?..., хт) удовлетворяет условиям Каратеодори в областное (а,Р), 
i xk I *ч r (& = 1,2,..., т) при любом г £ (0, + с»), т. е. г|)(£, xv.., хт) 
измерима по t в промежутке (а, Р) при любых xt ЕЕ (— оо, + оо) (г = 
= 1,2,..., тп), непрерывна по а?!,..., хт вобласти~оо < #!,..., #m < + оо 
при почти всех t ЕЕ (а, Р) и для любого г G (0, + оо) найдется такая 
функция i|)(£; r) e £(a, Р), что 

l ip^,^, . . . , жто) К ^ ; г) при * е ( а , Р ) , | ^ | < г (к = 1,2,..., иг), 

ЛЕММА 1.1. Если п ]> 3, функция u(t) абсолютно непрерывна вместе 
со своими производными до порядка п — 1 включительно в промежутке 
fa, PJ, 

u& (р) = 0 (к = 1,..., п - 2) (1.4) 

w гери f е fa, р] 

( - 1)* и? (t) > 0 (к - 0,1,.. . , я), ~ (1.5) 

то в промежутке [a, PJ соблюдаются неравенства: 

I »<*-»(«)!< I ( " ( ~ i ) ^ ) P ^ H ( Q l ^ ^ 1 ) ( 0 ! ' ; ^ ( f e = i , 2 , . . . , i i ) . ( i . 6 ) " 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сперва докажем, что при 1 <^ t ^ п — 1 и 
«E lo , PJ 

г—1 

I "(п"4 (*) I < { т ^ щ I "(п_1) (*) I1" I ^ - ^ (0 Г 7 "• (1.7) 

Для г = 1 справедливость неравенства (1.7) очевидна. Допустим, что 
оно справедливо для некоторого i <^ n — 2 и докажем его справедливость 
для i + 1. 

_i_ 
Умножая обе части неравенства (1.7) на I M ^ - D (t)\% и интегрируя от t 

до р, согласно (1.4) и (1.5) найдем: 

| u(--D (0 | г < , ^ р ^ - ^ | и*-» (0 Iг J | ^ ^ (Т) | Л = 

1 
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Отсюда непосредственно следует, что 
г 

| M(*-i-l> (t) | < [ ( * + . ^ ! ] г | tt<"-D (*) | Н ^ | и(п-г-2) (£) | ~ . 

Тем самым доказано, что при всех г, 1 ^ г ^ п — 1, соблюдается неравен
ство (1.7). 

При А = 1 справедливость неравенства (1.6) очевидна. Предположим, 
что оно справедливо для некоторого к <^ п — 1. Тогда из (1.7) следует: 

n—k—i 
n_k l n—k—i 

l>W (*> I < [(
(и - A - 1)1 ' ^ {t) Г* ' "(ft_1) {t)' n_ft < 

[(п-к)1}п-к 

x|u<»-i>K*)! <"-«(n-ft> - [{
{~_}

кК 1}1 Iи(*)| "-1 I * < « - » ( * ) Г 1 . 
что и доказывает лемму. 

З а м е ч а н и е . Неравенства (1.6) являются точными, поскольку для 
функции и (t) = (Р —- t)71"1 имеем: 

\n-k 

I u(*-D (0 | = ^ J ^ j , I и (О Г 1 J u*"> (0 Г 1 (ft = 1, 2 , . . . , n). 

ЛЕММА 1.2. .Ес/ш функция и (t) абсолютно непрерывна вместе со сво
ими производными до порядка п — 1 включительно в промежутке [а, Р] 
и удовлетворяет в этом промежутке неравенствам (1.5), то 

| u № > ( P ) | < f t ! ( P - a ) - * u ( a ) [(k = 0, 1, ..., п - 1). | (1.8) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, согласно (1.5) имеем: 

is 
п—1 

> s ra ( p _« i , , 
откуда непосредственно вытекают неравенства (1.8). 

ЛЕММА 1.3. Если п > 3, то для любой функции и (t), абсолютно^не
прерывной вместе со своими производными до порядка п — 1 включительно 
на каждом конечном отрезке промежутка [а, + оо) и удовлетворяющей в 
этом промежутке неравенствам (1.5), при £EE[a ,+oo) соблюдаются 
неравенства (1.6). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 
71—2 

ит (0 = и (0 - ^ Ц<{) ( " , + ^ (* - a - m)«. (1.9) 
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Из (1.5) и (1.9) ясно, что ит (t) удовлетворяет условиям леммы 1.1 в 
промежутке [а, а + т] и поэтому в этом промежутке имеем: 

^ Ч О К ^ " " ^ ^ " " 1 К(ОГ^кГЧОр" (* = 1,2,..., „). 
(1.10) 

В силу леммы 1.2 ясно, что 

| и<*> (а + 1Я)|< i! J»"1 » (а) (< = 0, 1 ге — 1). (1.11) 

Согласно (1.5), (1.9) и (1.11), из (1.10) следует, что при ( e l a , a + m] 

+ {n-k)l '"^l""1 1М(П_1)(^ Г ' (Л = 2' • • •' " - *>• 

Переходя к пределу при т ->- + оо, получаем из этих неравенств неравен
ства (1.6.). 

ЛЕММА 1.4. Если а > 0 , г > 0 , со(£, z ) > 0 лри г е (0, a), х > 0, 
со (£, я) ЕЕ i£ (а, л) при \любом a €Е (0, а) и найдется такое неотрица
тельное число р0, что верхнее решение р (t) задачи 

i |£ = -(D(*,p), р ( а ) - р 0 (1.12) 

определено в промежутке (0, а] и 
а 

(л —2)! г < $ * п ~ 2 р ( 0 ^ < + оо, (1.13) 
о 

то со (г, х) е #п (г; а)-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (1.13) найдется такое число aQ ЕЕ (0, а), 

что 
а 

$ ( « - а 0 Г 2 р ( 0 Л > ( и - 2 ) ! г . (1.14) 
а0 

Пусть аЕВ(0, a0], a и (t) — некоторая функция, абсолютно непрерывная 
вместе со своими производными до порядка п — 1 включительно в проме
жутке [а, а] и удовлетворяющая в этом промежутке неравенствам (1.1) и 
(1.2). Покажем, что для некоторого t0 ЕЕ [a0> a] 

| и ( м ) (*о)1<Р(*о) ; (1.15) 

В самом деле, если допустим противное, т. е. что 

I и(п~» (*) I > p (t) при t e [a0, а], 
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то, согласно (1.1) и (1.14), получим: 
71—2 ^ 

г > и («о) = S i i T 1 ' (« - «o)fe + т — Ц г , С (* - «о)""21 «<«> (О IЛ > 

>J^W\(t-ao)^P(t)dt>r. 
da 

Из (1.1) и (1.2) вытекает, что 

d]U{n^m>-*{tf\u^{t)\) при*е(а,*0Ь (1.16) 

Поскольку р (£) является верхним решением задачи (1.12), из (1.15) и 
(1.16) следует, что 

I и(п_1) (01 < Р (*) ПРИ * е [а, *01 

(см. (8), лемма сравнения).^Отсюда, ввиду (1.1), вытекает, что при t e= la, a] 
соблюдается неравенство (1.3), где Ь(£) = р(£) + т а х Р (О- С другой 

стороны, из (1.13) ясно, что £n_2 b (t) ЕЕ L (0, а). Лемма доказана. 
ЛЕММА 1.5. Ясли a > 0 , г > 0, -ф (*)>0 ири.* е (0, а), \|) (^ G i (0, а) 

а функция со (0 положительна и непрерывна в промежутке [0, + о°), 

a a f 

Ja|>(0dt < Q ( 0 ) < + оо и \t^QT1^ф(т) с?т]с?г>(п - 2)1 г, (1.17) 
О 

где 
+00 

°«> - \ -ik- (118) 

а й " 1 (£) — функция, обратная Q (t), то со(£, х) = я|) (£) со (#) ЕЕ # п (г*> а)« 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (1.17) найдется такое положитель

ное число 8, что функция 
t 

О 

будет удовлетворять условию (1.13). С другой стороны, ввиду (1.18), лег
ко видеть, что р (t) является верхним решением задачи (1.12) при 

a 

со (*, х) == -ф (0 0) (х) и р0 = Q"1 [б + ^ "ф (т) dx\ . 
о 

Итак, все условия леммы 1.4 соблюдаются, что и доказывает справедли
вость леммы 1.5. 

При со (t) = (1 + t)x из доказанной леммы непосредственно получается 
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ЛЕММА 1.5/ Если а > 0 , г > 0 , Я , > 1 , ф (t) > 0 при i G ( 0 , a), 
* ( < ) б £ (0, а), 

О 0 0 

mo со (*, a?) = яр (t) (1 + *)* е Вп (г; а). 
ЛЕММА 1.6. Если а > 0 , г > 0 , яр {t)>Qnput е . (О, а), ^ ( f ) £ i (а,а) 

п/ж любом а €Е (0, а), функция со (£) положительна и непрерывна в про
межутке [0, + сю), 

а 

lim Q8(i) = + оо и tn~2Q^1\<\^(x)dt]^L(0, a), (1.19) 

где 

6>(/i--l)!ai-»r, Q8(«) = 5 - ^ f (1.20) 

aQs1 (*) — функция, обратная Q5 (*), mo со (£, я) = яр (*)co (ж) e #n (г; л). 
Д о к а з а * e л ь с т в о. Полагая со (£, а;) = яр (£) со (ж) и р0 = б, со

гласно (1.20) найдем, что 
а 

р(0 = Qg1 [Jяр(т) dx\ и р ( 0 > ( л — 1)! a ^ r при * е ( 0 , a] f 
t 

где р (£) — верхнее решение задачи (1.12). Отсюда следует, что 
i a 

Iгп'2р(t) А > ( и - 1)! a^r\t71'2А = (л - 2)! г, 
о о 

С другой стороны, в силу (1.19), tn~2 p ( ^ ) e i (0, а). Таким образом, соблю
дается условие (1.13), что и доказывает лемму. 

При со (t) = (1 + t)x доказанная лемма принимает следующий вид. 
ЛЕММА 1.6'. Пусть а > 0 , г > 0 , Я < 1, яр (*) > 0 при t е (0, а) и 

яр (t) e i ( a , а) га/ж любом а €= (0, а). Гог^а ес/ш 
а 

*п""2 ехр [̂  яр (т; Л ] е L (0, а) при X = 1 

1 а — 
i l — А 

tn~2 [\ яр (т) rft] £ L ( 0 , a ) л/и* X < 1, 
t 

то со (г, .г) = яр (г) (1 + х)к е ^п (г; #)• 

§ 2. Теоремы существования 

В дальнейшем везде предполагается, что / (£, х±, ..., хп) ЕЕ К (а, Р) 
яри любых а, Р Е (0, + оо), причем не исключается случай, когда функция 
/ (t> х19 ..., хп), имея сингулярность при t = 0, не принадлежит множеству 
* (о, Р). 
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ТЕОРЕМА 2.1. Если 

/ (*, 0, .... 0) = 0, ( - 1 ) » / ( « , хх хп) > 0 при t >0, 
( - 1)*-» xk > 0 (& = 1, 2, ..., it), ( * ' 

в > 0 , г > 0 к в области 
n—k 

«e(0,a], o<aJl<r, o<(-i)ft-1^< [("~ i g j — К Г * " 
(2.2) 

(к = 2 n-1), (_l)-i*n>0 

соблюдается неравенство, 

\f(t, ^...tXn) | < ® (*, \xn\), (2.3) 

где со (t, х) ЕЕ # п (г; а), то при любом и0 ЕЕ [0, г] задача (1) — (2) имеет 
по крайней мере одно решение. 

Для доказательства этой теоремы нам понадобится следующая 
ЛЕММА 2.1. Если— оо < а < Р < + оо, g (t, xv ..., хп) е # (а, Р), 

g (t, хг ,..., *„)]=- 0 при * е Ь , PI, ( - l ) * " 1 ^ < 0 (ft = 1, 2, ..., л) 
(2.4) 

0 < (— 1)" £ (*, я^, - . , хя) < g (*) при « е [ а , (JJ, 
| * f c | < + o o (А = 1, 2, ..., и), {г'Ь) 

где 
g( ' )e£(«,P) , ] (2.6) 

mo при любом и0 s [0, +°о) дифференциальное уравнение 
tt(n) = g (*, и, w', .., u(n-D)' (2.7) 

имеет по крайней мере одно решение и (t), удовлетворяющее при t £= [а» Р] 
неравенствам (1.5) и краевым условиям 

и (а) = и0, u(fc) (P) = 0 (ft = 0, 1, ..., и — 2). (2.8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть С^] — пространство (тг — 1) раз не
прерывно дифференцируемых в промежутке [а, Р] функций с нормой 

п—1 

Ци(01= max 2 W ) | , (2.9) 
'е[а, р] £„о 

a S — множество, определенное следующим образом: 
э 

и ( t ) е 5 , если и ( * ) е О Д ] и ||и(t)\\<n\u0 + c0\g(t)dt, (2.10) 

где 
"~1 \d«G{t,x) c0 = sup 2 

ft* 
(2.11) 
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И 

G (f, т) = (л—1)!(р —а) 

о^г[""Г (^яГ'- ('-^ •*••<'<*<* 
(2.12) 

Рассмотрим оператор 

Я м ^ ) = ( | з т ) П uo + ^G(t, T)g(T,W(T),...,u(»-i)(T))JT. (2.13) 

В силу (2.5), (2.9), (2.10) и (2.11), из (2.13) вытекает, что если и (t) e S, 
то 

^ (2.14) 
| v^) (t2) - ^ > (h) | < | J ^ (t) d t | ПрИ *ь ,2 е [(Хт pj m 

и 
Согласно лемме Арцелла — Асколи, из (2.6), (2.10) и (2.14) следует, что 

HS является компактным множеством пространства С"-*. 
Следовательно, оператор Н преобразует множество S в свое же ком

пактное подмножество и так как, кроме того, Н является непрерывным 
оператором, то, согласно теореме Шаудера (см. (2), стр. 574—578), найдется 
такая функция и (t) ЕЕ S, что 

u(t) = Ни (t) при « G I O , PI. (2.15) 

В силу (2.12) и (2.13), из (2.15) непосредственно следует, что и (t) является 
решением задачи (2.7) — (2.8). 

Покажем, что 
( _ l)n-i^(n-i) (p) > о. (2.16) 

В самом деле, если допустим, что (— l)71-1^-1) (Р) < 0, то в силу (2.4) и 
(2.8) легко покажем, что u(t) = Y ^ j - (t — Р)п~\ что невозможно, 
ибо и (а) = и0 ^> 0. 

В силу (2.5) ясно, что (— l) n u№ (t) > 0 при t^la, PJ, согласно чему 
из (2.8) и (2.16) следует, что при t^ [а, р] соблюдаются неравенства (1.5). 
Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.1. Выберем для функции 
со (t, x) число а0 и функцию Ъ (t) согласно определению 1.1. Введем обозна
чения: 

а 

bk(t) = nlr(a-a0)-k+i\ixn-^kb(x)dx (к = 0,..-., и - 2), bn^(t) = b(t), 

(2.17) 
п—1 

р ( 0 = max %Ьк(х), (2.18) 
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l{t'X) 

1 при 0 < £ < т , 

2 при т < t <; 2т, 

О при t> 2т 
и 

\ * - 1 , t при ( - 1 Г ^ > 0 
[О при (— 1) г<о 

Поскольку £n~2 Ъ (t)^L (0, а), из (2.17) следует, что 
\ (0 <= L (0, а). 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

а0 Пусть т — произвольное^ натуральное число. Полагая а = — , р = 
= а + т и 

g(*, *ь • • -, *») = * [ 2 \хг\\ p(^")j/(^ 0 i ( 4 ' . . , М*«)). (2.22) 

в силу (2.1), (2.19)] и (2.20) легко проверим, что соблюдаются условия лем
мы 2.1. Поэтому дифференциальное уравнение (2.7) имеет решение ит (t)f 
удовлетворяющее краевым условиям 

" m f e ) = = U o ' и£Ч"+ **)<= 0 (ft = 0 , . . . , n - 2 ) (2.23) 

и неравенствам 

( - if ug> (0 > 0 при t ЕЕ [ ^ , а + ш] (ft = 0, 1 , . . ., /г). (2.24) 

Поскольку U0GE[0, Г], В силу леммы 1.1, из (2.23) и (2.24) заключаем, 
что при tEi I—- , а + ^ соблюдаются неравенства 

o<Km(«)<^ o<(-i) f t-14"1)(0< 
n—k 

,Хп-1) ,f\ in—l [ (п-1)1и т (0Г 
( и - Л ) ! «ЯРЧОГ1 (А = 2 , . . . , л). 

Следовательно, при Z ЕЕ —- , а точка (t, um (t)f.. ., и^-^ (t)) принад

лежит области (2.2). Поэтому из (2.3), (2.7), (2.19), (2.20) и (2.22) находим: 

\и%Ч*)\<®{*Ли™т ПРИ ^ [ ^ ' • * ] • 

Отсюда, в силу определения 1.1, вытекает: 

\u^(t)\<b(t) п р и г е [ - ^ - , а ] (2.25) 
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Согласно лемме 1.2 и условиям (2.17), (2.25), из равенств 
П—2 

_ _ ± _ ^ ^ ( т _ г ) п - 2 - * | ы ( ™ - 1 ) ( т ) | Л (Л = 0 , 1 , . . . , и - 2 ) 
( n - 2 - f t ) ( 

получаем: 

I »£>(<) К М О при ^ ^ [-^-, а] ( А = 0 , 1 , . . . , и - 1 ) . (2.26) 

В силу (2.18), (2.24) и (2.26), имеем: 
П — 1 П—1 

Л 2 1 ^ > ( 0 1 < 4 2 | " № ( ~ ) | < Р ( ^ ) п р н * е [ ^ , в + т ] . (2.27) 

На основании (2.19), (2.20), (2.22), (2.24) и (2.27), из (2.7) легко зак
лючить, что ит (t) является решением уравнения (1). 

Итак, мы доказали, что уравнение (1) имеет последовательность реше
ний {um'(t)}, определенных, соответственно, в промежутках — , <z + m| 
яти и — L TTt _| 

(т = 1, 2, ...) и удовлетворяющих условиям (2.23), (2.24) и (2.26). 
Из (1), (2.18), (2.24) и (2.26)| ясно,; что для любых * . е ( 0 , а0) и Г б 

ЕЕ (я, + оо) имеем: 

2 W ) I < P ( 0 ПРИ t^[^,a+m\ П К,П 
и 

| и<»-1> («,) - u(«-D (h) | < | J /* (t) dt | при *lf *, e [-g-, e + m] П [*., П , 

где /*(*) = max | / ( * , s i , . . . , ffn)|. 
S I^KP(^) 

Таким образом, последовательности {ИтЧ*)} № = 0, 1, ..., п — 1) рав
номерно ограничены и равностепенно, непрерывны на каждом сегменте, 
содержащемся в (0, + оо). Поэтому, согласно лемме Арцелла — Асколи, 
довольно легко можно показать, что{uw (t)} содержит такую подпоследова
тельность {ит. (t)}, что {и&] (t)} (к = 0, 1, ..., п — 1) равномерно схо-

г г 

дятся на каждом сегменте, содержащемся в (0, + оо). Полагая 
limumi(t) = u(t) (2.28) 
г~*оо 

и перейдя к пределу в равенстве 
<1 )(0 = ^71)(«) + 

t 

+ $ / (*> *Ч (*) , . . - . » ^ 1 } (*)) Л при t е [^- , о + пц] , 
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когда i -> оо, найдем: 
t 

w(n-i) у) = M(n-i) (a) + J / (t t u ( т ) , . . . , Ф*~Ъ (т)) dt при * <= (0, + оо). 

Следовательно, и (t) является решением уравнения (1), определенным в 
промежутке (0, + оо). 

В силу (2.21), (2.23) и (2.26), 

|wm.(0— Mo|<\bi(T)dr при * s | - ^ , a L 
о г 

откуда, на основании (2.28), получаем:J 
t 

| и(t) — щ | < \ Ьг (т) dx при ^ G ( 0 , a ] . 
о 

Значит, lim u(t) = щ, а' с другой стороны, в силу (2.28),g из (2.24) 

следует, я то при t е (0, + оо) соблюдаются неравенства (1.5). Тем самым 
доказано, что и (t) является решением задачи (1) — (2). 

Согласно леммам 1.4, 1.5, 1.5', 1.6 и 1.6', из доказанной теоремы вы
текает такое 

С л е д с т в и е 1. Пусть соблюдаются условия'(2 .1), а, г £Е (0, + оо) и 
в области (2.2) имеет место неравенство (2.3). Тогда задача?(1) — (2) раз
решима при любом и0 £Е [0, г], если выполняется одно из следующих трех 
условий: 

1) со (t, x) удовлетворяет условиям леммы 1.4; 
2) со (£, х) = "ф (t) со (#), где а|) (г) и со (х) удовлетворяют либо условиям 

леммы 1.5, либо условиям леммы 1.6; 
3) со (t, х) = г|) (г) (1 + #)х, где а|) (г) и Я удовлетворяют либо условиям 

леммы 1.5', д^бо условиям леммы 1.6'. 
Опираясь на следствие 1, непосредственной проверкой убедимся, что 

имеет место следующее простое 
С л е д с т в и е 2. Пусть соблюдаются условия (2.1), а, г ЕЕ (0, + оо) и 

в области t ЕЕ (0, а), 0 ^ хг <^ г, (— l)7^1 zk ^ 0 (к = 2, ..., п) имеем: 

п п—г 

|/ (*, *i / . . ., an» < ^(n"1)X-n | In * Iх-1-' 2 (1 + | *n I)5* (1 + | ** I)*-1 V* , 

гдг A > 0, vfe > 0, [xft+ vfe << Я (к =2 , ..., n), e >СГтгриЯ<; 1 ые = 0 при 
X > 1. Тогда для любого щ е [0, г] задача (1) — (2) имеет по крайней мере 
одно решение* 

Приведенные выше условия вида (2.3) в определенном смысле близки к 
необходимым условиям. На это указывают следующие следствия теоремы 
2.1. 
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С л е д с т в и е 3. Пусть соблюдаются условия (2.1), и пусть в области 
n—k 

. , [(га - 1)! a*]""1 . ,|=г 
tyo, Xl>o, o<(-i)*-4<L V

 {п_к)1—KI 
(2.29) 

(ft = 2 , . . . , n - l ) , (-1)п~1хп>0 

* (0 1сг (xi) + | *nlxl < I / (t, х±, ..., хп)\ < с2 ( z ^ (О (1 + |*п |*), (2.30) 

где К ^> 1, q (t) и с2 (t) непрерывны и положительны в промежутке (О, + оо), 
г|> (t) > 0 при ^ G ( 0 , + оо), ф (0 G i (0, а) и 

t 1 . 

Г 2 [ ^ ( т ) Л ] 1 _ Л G L ( a , + oo) (2.31) 
о 

при любом а ЕЕ (0, + оо). Тогда для того чтобы задача (1) — (2) была раз
решимой при любом и0 ЕЕ [0, + оо), необходимо и достаточно, чтобы 
при а > 0 

a t _ i _ 
§ *n~"2 Ц * СО Л ] 1 _ Л Л = + оо. (2.32) 
о о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность непосредственно вытекает из 
следствия 1. Докажем необходимость. Допустим противное: пусть наруша
ется условие (2.32) и задача (1) — (2) разрешима^ при любом и0 •£= 
ЕЕ [0, + оо). Тогда, согласно (2.31), будем иметь: 

+оо t * 

М= jj tn-2[^(x)dx]l~K dt<:+ оо. (2.33) 
о о 

Отсюда ясно, что 
4-со 

$ ф(*)Л = + оо. (2.34) 
о 

Предположим теперь, что и0 — произвольное положительное число, 
удовлетворяющее неравенству 

1 

Щ> [(л — 2)! (Х- 1)Л_1 VхМ. (2.35) 

Согласно лемме 1.3, при любом t > 0 точка (t, и (t), ..., u^-1) (£)) при
надлежит области (2.29), поэтому из (2.30) имеем: 

tf 

I "(п) (01 > ^ (0 fci в (0 + I u(n_1) (01х] при < > 0 . (2.36) 
Из (2) ясно, что 

limu<*>(0 = 0 (ft = 1 ,2 , . . . , л - 1 ) . (2.37) 

Покажем, что 
Н т и ( 0 = 0. (2.38) 
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Действительно, если допустим, что и (t) ^> их > 0 при t > О, то, согласно 
(2), (2.36) и (2.37), найдем: 

+00 +00 
|и(п-1)(1)|= С | ц<*> (т) | йт > сь \ ty(x)dx, c 0 = min c t (0 , 

что противоречит условию (2.34). 
Ввиду (2) и (2.36), имеем: 

Aii^m.< _пт ц(п-« {t) ,х при, е (о,+..). 
откуда непосредственно следует, что 

t _ i _ 

I и(*-« (01 < [(X - 1) J ф (т) йт]1_Л при t е(0, ; + со). (2.39) 
о 

Согласно (2), (2.37) и (2.38) находим: 

M° = ( d h H ' n ~ v " ~ 1 ) ( ' ) № 
4 о 

откуда в силу (2.33) и (2.39) вытекает: 
1 

и 0 < [ ( ^ - 2 ) ! ( Я , ~ 1 ) х - 1 ] - 1 М , 
что противоречит неравенству (2.35). Полученное противоречие доказывает, 
что если щ удовлетворяет неравенству (2.35), то задача (1) —- (2) не имеет 
решения. 

С л е д с т в и е 4. Пусть соблюдаются условия (2.1), а > 0 , г > 0 и 
в области (2.2) имеем: 

Ц (*, *i) (1- + К\)х < I/ (*, %, . . . , * * ) К ^ (*• *i) (1 + К\)\ (2.40) 

где А, < 1, с ^ 1 , а функция я|э (£, #х) неотрицательна, не убывает по х1 и 
*ф (£, ^i) G i ( a , Л) тгри- любых а е (0, а] и жх е [0, г). Тогда для того 
чтобы задача (1) — (2) была разрешимой для любого и0 ЕЕ [0, г), необхо-
мо и достаточно, чтобы при любом хг ЕЕ [0, г) соблюдалось условие 

J— 
tn'2 Ц ф (т, хг) dx ] 1 _ " G L (О, a). 

t 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность непосредственно вытекает 
из следствия 1. Докажем необходимость. Для этого достаточно показать, 
что если для некоторого хх (= (0, г) 

а а * 

$ г*"2 [^ ф (*, xt) dx]1_Л Л = + «», (2.41) 
о i 

то при 
* i < u 0 > r (2.42) 

задача (1)— (2) не имеет решения. 
12 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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Допустим противное: пусть задача (1) — (2) имеет решение и (t). 
В силу леммы 1.3, точка (t,u (t), ..., u^V (t)) при t e (0, а) принадлежит 
области (2.2), поэтому, согласно (2.40) и (2.42), найдется такое число а е 
е (0, а), что 

d I ^ > (0 1 < _ ^ {tt Xi) ( 1 + , и(п-г) {t) |)Л п р и < е ( 0 , а ] . 

Отсюда непосредственно следует, что 

| и ^ (01 > [(1 - X) J ф (т, Ж1) Л ] 1 _ Л при * е (0, а] . (2.43) 
t 

В силу (2), (2.41) и (2.43), 

1 а а * 

> [ ( и - 2)! (1 - Я ) * - 1 ] " 1 ^ " " ) ^ ^ , »1)Л] 1 _ Х Л = + «о. 
О * 

Полученное противоречие доказывает справедливость следствия. 
З а м е ч а н и е . Совершенно аналогично теореме 2.1 можно доказать, 

что если соблюдаются условия теоремы 2.1, то при любых и0 £ | 0 , г ] и а ЕЕ 
е= (0, + с») уравнение (1) имеет решение и (t), удовлетворяющее краевым 
условиям 

limu(t) = u0f u(*)(a) = 0 (к = 0, 1 , . . . , л - 2). (2.44) 

Аналогичные (1) — (2.44) задачи исследуются в работах (3) и (5) в предпо
ложении, что 

п п п 

f(ttzlt...,xn)=o['2i\xkt:r) при 2 |^|->+оо. (2.45) 

Как видно из следствий 1 и 2 теоремы 2.1, ограничение (2.45) в некоторых 
случаях можно существенно ослабить (в нашем случае это достигается 
за счет условий 2.1). 

ТЕОРЕМА 2.2. Если 

f (*, xv ..., хп) е К (О, а) при любом a G (0, + оо) (2.46) 

и соблюдаются условия (2.1), то найдется такое положительное число г, что 
при любом и0 е= [0, г] задача (1) — (2) имеет по крайней мере одно решение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

/•(*)= max | / ( * , % , . . . , яп) | . (2.47) 
п 

В силу (2.46), 

/ (t) G L (О, а) при любом а е (0, + оо). (2.48) 
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Поэтому найдутся такие положительные числа а и г, что 
а 

а < 1 , ( п + 1 ) ! а ^ г + п $ / * ( 0 Л < 1 . (2.49) 
о 

Рассмотрим уравнение (2.7), где 
п 

g(t,xu...,xn) = х [ 2 | * А | ; l ] / ( * i , я ь . . . , я п ) , (2.50) 

а X (*5 г) — функция, определенная равенством (2.19). Согласно (2.19), 
(2.47) и (2.50), ясно, что 

|g (*,*!, , , ^ ) | < f (Олри* > 0 , Ы < + оо (ft = 1,2, ...,/г), (2.51) 

и так как, кроме того, соблюдается условие (2.48), то из следствия 1 те
оремы 2.1 вытекает, что при любом uQ ЕЕ (0, + оо) задача (2.7) — (2) имеет 
по крайней мере одно решение. 

Предположим теперь, что и0 е [0, г], a w (t) — некоторое решение за
дачи (2.7) — (2). Из леммы 1.2 следует, что 

I и№> ( а ) | < ft ! от* г (ft = 0, 1, ..., п - 1). (2.52) 

Согласно (2), (2.51) и (2.52), из равенств 

|u<ft>(0l=|-\f^|f(a-0- + 

+ (n_l_ ^-tr^lgi^uix^.^u^ix^ldx (fc = 0, l , . . . , n - l ) 

найдем: 
а 

I uW (0 | < п\ аУпг + § /* (т) d t при t е (0, + оо) (ft = 0, 1* • • •« л — 1), 
о 

откуда, ввиду (2.49), получаем: 
п—1 

2 | и ( Л ) ( 0 | < 1 при * е ( 0 , + ео), 

согласно чему из (2.19) и (2.50) следует, что и (t) является решением урав
нения (1). Теорема доказана. 

§ 3. Поведение решений задачи (1) — (2) при * -> + оо 

Всюду в этом параграфе предполагается, что и0—фиксированное положи
тельное число и задача (1) — (2) имеет по крайней мере одно решение. 

ТЕОРЕМА 3.1. Пусть соблюдаются условия (2.1) и для любого г ЕЕ 
Е=(0, и0] найдется такое положительное число а и такие суммируемые на 

12* 
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каждом конечном отрезке промежутка [а, + оо) функции ах (t) и а2 (t), 
что 

s s т 

lim \ tn^dt \ огх (т) exp [J а2 (g) dg] dt = -f оо, (3.1) 
8-Н-ООд f f 

w в области а <^ t <^ + оо, 8 ^ х±^ и0, 0 ^ (—tf'1 xt <^ г {i = 2 , . . . , п) 
имеем: 

|/ (*, *х, ..., хп)\ > ах (0 + or, (01 *п | . (3.2) 

Тогда любое решение и (t) задачи (1) — (2) удовлетворяет условиям 

lim tlu^(t) = 0 (i = 0, 1 , . . . , 7 2 - 1 ) . (3.3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (2) и (2.1), ясно, что для любого 
h ЕЕ (0 + оо) 

п—1 

»(«.= 2- |1^(*-«ч(-г4т)Г$1и0,)(*)1Л> 
*о 

П—1 

>»(*)+ S '"У^-^о)* Ьри*>«0. 
Перейдя в этом неравенстве к пределу сперва при t -> + оо, а потом при 
£0 —• + оо, найдем: 

lim гУ!)(г) = 0 (Л= lf 2f . . . f л— 1). (3.4) 

Следовательно, остается доказать, что limw(£) = 0. Допустим против-
ное, что и (t) > е при £ !> 0, где е — некоторая положительная постоян
ная. Тогда, ввиду (2) и (3.4), найдется такое положительное число а, что 

0 < (— 0* и(0 (0 < е при * > а (i = l f 2 , ..., п — 1). (3.5) 
Поэтому, согласно (3.2), будем иметь: 

^-1 и<*-1> (01 < - аг (0 - о2 (0 | u^-i) (t) | при t > a. 

Отсюда ясно, что для любого 5 е (я, + оо) 
S Т 

I в ( м ) (01 > J <*i (t) exp [J cr2 (£) rfg] dx п р и а < К 5. (3.6) 
t t 

Согласно (2) и (3.6) находим: 

s s т 

> in _ 2)! J <П_2 dt S 01 ( T ) e x p [$ 02 ® ̂ ] rfT ПРИ * > «« 
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что противоречит условию (3.1). Полученное противоречие доказывает те
орему. 

Введем теперь следующее 
О п р е д е л е н и е 3.1. Нетривиальное решение и (t) уравнения (1) 

назовем особым, если найдется такое положительное число t0, что и (t) = 
= о при t e lt0, + ею). 

ТЕОРЕМА 3.2. Пусть соблюдаются условия (2.1), функция f (t, x, 
О, ..., 0) отлична от нуля на множестве положительный меры промежутка 
о̂ *ч * <С + °° пРи любых х ЕЕ (0, и0] и t0 ЕЕ (0, + оо) и найдутся такие 

положительные числа а и г, что в области а<^ t <^ + оо, 0 ^ хг <^ и09 
0 <; (— t)1'1 Xi<^s (i = 2,..., п) имеем: 

|/ (*, хг, ..., хп)\ > б (1 + *)*-!-» | ^ | А , (3.7) 
где l ^ A ^ f z , б > 0 , 0 < ^ < ; 1 . Тогда любое решение задачи (1) — (2) 
является особым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное, что задача (1) — (2) 
имеет решение и (t), удовлетворяющее неравенству 

u(t) > 0 при t е [0, + оо). (3.8) 
Покажем, что тогда 

( - 1)1 иЙ (*) > 0 при t е [0, + оо) (; = 1, ..., л - 1). (3.9) 
В самом деле, если предположить, что для некоторых у, 1 <; j <^ п — 1, и 
t0 ЕЕ [0, + оо) имеем и<Я (£0) = 0,то, согласно (2), (2.1) и (3.8), можно за
ключить, что u(t) = и (t0) > 0 при t > t0. С другой стороны, поскольку 
/(£, и (t0), 0, ..., 0) отлична от нуля на множестве положительной меры, 
для t достаточно больших будем иметь: 

t 

I "(n_1) (*) I = JI /.(*. « Co), 0,. .., 0) | dx > 0, 
0 

что невозможно. 
Ввиду (2) и (3.4), ясно, что для некоторого достаточно большого положи

тельного числа а соблюдаются условия (3.5). Поэтому, согласно (3.7), име
ем: 

Ип ) (t)\ > б (1 + ^&"х"п \и{1г-х) Ш при t е [а, + оо). 
Пусть s G k + оо). Умножая обе части последнего неравенства на 

\uW (t)\ и интегрируя от t до 2s, согласно (3.9) найдем: 

| ц(»-« (011 «(*) (01 > - ^ (1 + 2*)*"1-" (| u(k-» (0 |x+1 - | и ^ (2*) |х+1) > 

> | ( i + 2 s ) * - 1 - " ( | ^ - « ( 0 | - | u < f t - 1 ) ( 2 S ) | f + 1 при te=[at2s]. 

Повторяя этот процесс п — к — 2 раза, получим: 

|w(*+1)(0||w(A)(i)r*_1> 

>^^(1 + 2 s ) A " 1 " n ( ' u ( f t " 1 ) ^l - - i w ( f t " 1 ) ( 2 s ) l ) " + n ^ 1 при ' е ^ 2 *ь 
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Умножая теперь обе части этого неравенства на \uW (t) \ и интегрируя от t 
до 2s, найдем: 

| uik)(t) Г1"* > -̂ г (* + 2 5)^п( | »<*-« (01 J-. I ^ (25) \)x+n-k 

при Z G [л, 2s]. 

Считая б < га !, согласно (3.9) выводим отсюда: 
n+X-fe 

! ̂ } ( 0 [ (I ^ " 1 } (0! — I ^ _ 1 > (2^) |) n+1-k>±(l + 2s)-i при te[at 2s). 

Интегрирование этого неравенства от s до 2s дает: 

(| и**-» (,) | - | Ф-V (2s) \Г&=* > ( ± ^ _ _ £ _ _ . (ЗЛО) 

Если к ^> 1, то, ввиду (3.4), имеем: 
limu(*-D (0 = 0,] (3.11) 

а если к = 1, то справедливость условия (3.11) следует из теоремы 3.1 со
гласно условию (3.7). 

Перейдя в неравенстве (3.10) к пределу при s-> + оо, в силу (3.11) 
получим: 

U > ( W + 1 ) ! 2 > U -
Полученное противоречие доказывает теорему. 

ТЕОРЕМА 3.3. Пусть выполнены условия (2Л)1 уравнение (1) не имеет 
особых решений и найдутся такие положительные числа а и г, что в области 
я < С £ < + о о , 0 ^ (— t)k~l xk ^ 8 (к = 1, 2, ..., п) соблюдается неравен
ство 

п 

\f{t,*l*---**n)\<%Pk{t)\*kU ( З Л 2 ) 
где 

t*-*ph (t) S L (а, + оо) (к = 1, 2, ..., п). (3.13) 

Тогда любое решение и (t) задачи (1) — (2) стремится к отличному от 
нуля пределу, когда t -> + оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное: пусть некоторое реше
ние и (t) задачи (1) — (2) удовлетворяет условию 

Н т и ( 0 = 0. (3.14) 
t-*-\-oo 

Поскольку уравнение (1) не имеет особых решений, очевидно, что соблюда
ется неравенство (3.8). 

В силу леммы 1.2 имеем: 
0 < (* — т)*-1 и<*-1> (т) < (А — 1)! и (t) при т > t > 0 

(к - 1, 2, ..., л). (3.15) 
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"Согласно (3.13), (3.14) и (3.15), без ограничения общности можем считать, 
что 0 < (— t)*-i ц(*-1) (t) < е (к = 1, 2, ..., п) при t > а и 

П +00 

, я 1М 2 *! ? ^ р * ( 0 Л < 1 . (3.16) 

В силу (3.8), (3.12), (3.14), (3.15) и (3.16) найдем: 
+00 

"(*) = - („_!)! 5 (в-«Г1/(*,»'(*),...,»(я'1)(0)Л< 
а 

п +оо 

v П + 0 0 

< („Ti), 2 *I S (*-«Г*Л(*)Л<и(а). 

Полученное противоречие доказывает теорему. 
ТЕОРЕМА 3.4. Пусть выполнены условия (2.1), уравнение (1) we имеет 

особых решений и найдутся такие положительные числа а и г, что в об
ласти а «^ t < + оо, 0 ^ хг << и0, О <; (— О*""1^* < е (/с = 2, ..., п) 
соблюдается неравенство 

п 

\f{t,xu. . . , * » ) - P ( 0 * i l < 2 Р * ( 0 Ы * (3.17) 

-гб /̂? (£) — непрерывно дифференцируемая в промежутке [а, + оо) функция, 

(-i)np(t)>0 nput>a, \Г P , (n+i < + °°« l i m - ^ b - ^ O 
a —!— f-H-oo 

I P ( O I n I P ( * ) I n 

(3.48) 
и 

k-
P*(t)\p(t)\n G L ( a , + oo) ( & = 1 , 2 , . . . , и ) . (3.19) 

Тогда для любого решения и (t) задачи (1) — (2) имеем: 
23—1—-П * _1_ 

u<W)(f) = (-iy'-1|p(OI 2n вхр[-(1 + в(0)5|р(*)|ял] 
(/=!», 2 , . . . , л), " (3.20) 

где б (£)-> 0 72j9u t ->• + оо. 
Для доказательства этой теоремы нам понадобятся некоторые вспомо

гательные предложения. 
ЛЕММА 3.1. Если функция р (t) непрерывно дифференцируема в про

межутке [а, + оо), соблюдаются условия (3.18) и 
k—п 

? * ( * ) | р ( * ) П Г е £ ( а , + оо) ( & = 1 , 2 , . . . , л ) , (3.21) 
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то дифференциальное{ уравнение 
п 

и<п) = р (*) и + 2 Чк (0 uW (3.22) 
kmml 

имеет фундаментальную систему решений vh (t) (к = 1, 2, ..., п) такую, 
что 

*>Г1}(0~%-№ (А, / = 1, 2 , . . . , п) *, (3.23) 
где 

23—П—1 * J _ 

^ • ( 0 = ^ 1 ^ ( 0 1 2П е х р ( $ Ы * ) И * ) Г л ) (Л,/ = 1 ,2 , . . . , и), 

(3.24) 
ЯА (t) (к = 1, 2, ..., п) —- корни уравнения 

П [*- ( - ^ " ^ - V w i P f f l H ^ ] = С-1)"» (3-25) 
а 

Xk=lim%k(t) ( Л = 1 , 2 , . . . , л ) (3.26) 

(см. (7), теорема 3). 
Из (3.18), (3.25) и (3.26) ясно, что Xk (к = 1, 2, ..., л) являются корнями 

уравнения Яп = (— 1)п. Для определенности в дальнейшем будем считать, 
что 

Xl=- I, Rex** < Re U (л = 1, 2 , . . . , [ | - ] ) , 

/ г _ п \ ( 3 - 2 7 ) 

X*(0s W(0 (*= 1. 2f. .., [^—J)-
ЛЕММА 3.2. Пусть соблюдаются условиялеммы 3.1. Тогда, какое бы ни 

было решение ** w (J) уравнения (3.22),: ес/ш 
и(£)^>0 при t^a и supu(£)<^+ оо, (3.28) 

т о найдется такая положительная постоянная с, что 
„У-» (*) ^ с<?1, (0 (/ = 1,2, . . . , к), (3.29) 

о если 

l i m ^ L = 0, (3.30) 

т о w (̂ ) = 0 ири t > а. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (3.18) легко следует, что 

+00 J_ 

5 | р ( 0 | п Л ^ = + <*>• (3.31) 
а 

* Здесь и в дальнейшем запись g (t) ~ h (t) означает, что lim JLLL = 1. 
*-Н-оо h(t) 

** В дальнейшем везде рассматриваются только действительные решения урав-
нения (3.22). 
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Поэтому, ввиду (3.24), (3.26) и (3.27), будем иметь: 

итЦвМ-О (,_,.а * _ i = £ ! l i ) , ,3.32) 

Пусть и (t) — некоторое нетривиальное решение уравнения (3.22). 
Тогда очевидно, что 

k 

и (*) = 2 W (*), 1 < к < Щ скфО. (3.33) 
0—1 

Предположим сперва, что п четной к — п. Тогда Хп = 1. Поэтому, в силу 
(3.23), (3.24) и (3.31), из (3.33) вытекает, что 

lim\u(t)\ = +oo. (3.34) 
t-*-\rOO 

Рассмотрим теперь случай, когда 1 < к <^ п — (— 1)п. Тогда 
lim ImК(t) = Im** =£0. (3.35) 

/-*-}-00 

G другой стороны, согласно (3t23),; (3.24), (3.27) и (3.32), из (3.33) легко 
заключить, что 

t i_ 

и (t) = со | ekl (t) | [sin (I | p (x) | n Im %k (x) dx + a) + т| (*)] , (3.36) 
a 

где т] (£)->0 при £->-+ oo, a c0 =̂ =0 и a—некоторые постоянные. В силу (3.31)г 
(3.32) и (3.35), из (3.36) следует, что 

h m — ^ - = + °°, Ью —1 -1 -= —оо. (3.37) 

Следовательно, любое нетривиальное решение и (Z) уравнения (3.22) 
удовлетворяет либо условию (3.34), либо условию (3.37), либо условию 

и (t) = cvx (t), где сфО. (3.38) 
Поэтому ясно, что если соблюдается условие (3.30), то и (t) = 0, а если 
соблюдаются условия (3.28), то и (t) имеет вид (3.38) и, следовательно, удов
летворяет условиям (3.29). Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3.4. Пусть и (t) — некоторое 
решение задачи (1) — (2). Поскольку уравнение (1) не имеет особых реше
ний, то очевидно, что соблюдается неравенство (3.8). Не ограничивая общ
ности, в дальнейшем будем считать, что 0<^ (— t)4"1 и&^Щ <^ 8 (к = 2, ... 
..., п) при t > а и рх (t) > 0 при t > a. 

Легко видеть, что и (t) является решением уравнения (3.22), где 

„ (0 - /('.МО,-. *">«))-Р(0.М рк (0 sign „„-,, (1) 

2 Й(01 и»-»(01 
(3.39) 

(Л = 1 , 2 , . . . , в). 
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В силу (3.17), (3.19) и (3.39) ясно, что соблюдаются условия (3.21). Поэтому, 
согласно лемме 3.2, имеют место формулы (3.29), где с — некоторая поло
жительная постоянная. Полагая 

d(t) = -(lnc + l\p(T)\n [{+X1(x)]dx)ll\p(x)\ndTt (3.40) 
a \ a 

приведем формулы (3.29) к виду (3.20). С другой стороны, в силу (3.26), 
(3.27) и (3.31), ясно, что б (t) ->• 0 при t ->• + оо. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . По сути дела мы доказали, что для любого решения 
и (t) задачи (1) — (2) справедливы асимптотические формулы (3.29). Если 
предположить, что, кроме условий (3.18), соблюдается и условие 

2П+1 

p'{t)\p{t)\ 2" £ E L > , + оо), 
то можно показать, что 

2J—1—п t 1 

ei;(0~(-ir4|/>(0l 2п ехр[-$|р(г)|~л] ( /=1,2, . . . , л), 
ък а 

где с± > 0 (см. (7) , следствие 3 теоремы 3). Следовательно, в этом случае 
для любого решения и (t) задачи (1) — (2) найдется такая положительная 
постоянная с0, что 

27— 1—п t J _ 

u{j'l)(t)^(-\f'c0\p(t)\ 2" е х р [ - ^ ( т ) | п л ] (/=1,2,. . . ,и). 
а 

§ 4. Теоремы единственности 
ТЕОРЕМА 4.1. Пусть функция f (t, хг, ..., хп) непрерывно дифферен

цируема по xlf ..., хп при почти всех t GE (0, + оо), 

df{t,Xdx' ,Хп) е К ^ ^ (А=1, 2,...,л) при любых а, р <ЕЕ(0, + оо), 

(4.1) 
/(*,0,...,0) = 0, ( _ 1 Г ^ 1 ^ / ( ^ ^ - ^ п ) > Q ( A = l f 2 , . . . , n ) 

(4.2) 
д/ш £ > 0 , (— I)1-1 xt ^> 0 (i — 1, 2, ..., тг) & найдутся такие положи
тельные числа r7 s и а, что в области t !> а, 0 ̂  ^ ̂  г, 0 ̂  (— £)i-1 #* ̂  е 
(j = 2, ..., тг) соблюдаются неравенства 

15/(* ,*ь . . .,*п) 
^ 

< А ( 0 (Л= 1,2, . . . , J J I ) , (4.3) 

гдг функции pk (t) (к = 1, 2, ..., тг) удовлетворяют условиям (3.13). Тогда 
при любом и0 е [0, Г] задача (1) — (2) имеет не более одного решения. 

Для доказательства этой теоремы нам понадобятся следующие леммы. 
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ЛЕММА 4.1. Пусть 
rk (t) e L (а, Р) при любых а, P G (0, + оо) (к = 1, 2, ..., п) (4.4) 

( - 1)Г22/* (0 > 0 при * > 0 ' (Л = 1, 2, ..., п). (4.5) 

Тогда, какое бы ни было решение и (t) уравнения 
п 

и ( п ) = 2 rk(t)uP-V, (4.6) 

ес/ш для некоторого t0 ЕЕ (0, + оо) имеем 

и (t0) > 0 и ( - l)*-i tt(*-D (*0) > 0 (fc= 2, ..., п), (4.7) 
т о 

Н т и ( * ) > 0 . (4.8) 
*— о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть т -— произвольное натуральное число. 
Обозначим через ит (t) решение уравнения (4.6), удовлетворяющее началь
ным условиям 

< - 1 } Со) = ^ (to) + Ц ^ (* = 1, 2 , . . . , л). (4.9) 

Из (4.7) и (4.9) ясно, что в некоторой окрестности точки t0 соблюдаются не
равенства 

(-i) f t-14_ 1 )(0>o (л = i, 2 и). (4.Ю) 

Покажем, это эти неравенства соблюдаются на всем промежутке (0, t0]. 
В самом деле, в противном случае найдется такое число t± ЕЕ (0, t0), ч т 0 

^п-1> (^) = 0, а в промежутке (Jlf £0] соблюдаются неравенства (4.10). Но 
это невозможно, ибо в силу (4.5) и (4.9) 

( - 1ГЫ<Г> (*х) = ( - l r 1 ^ - " {t0) + | | J ( - 1Г*"1 гЛ (О |i#-» (01 л > о. 
k=ltt 

Перейдя в неравенствах (4.10) к пределу при t ->• + оо, получим: 

( - l)fe"» и<**> (0 > О п р и О < К * о (& = 1» 2, ..., Л). 
Отсюда, в силу (4.7), следует условие (4.8). Лемма доказана. 

ЛЕММА 4.2. Если 
tn~krh {t) e L (а, + оо) при любом а е (0, + оо), (4.11) 

то уравнение (4.6) we имеет нетривиального решения и (£), удовлетворяю
щего условиям 

Н т ^"У^ 1 } (0 = 0 (Л = 1, 2 , . . . , л). (4.12) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное, что уравнение (4.6) 
имеет нетривиальное решение и (t), удовлетворяющее условиям (4.12). 
Тогда, согласно (4.11) и (4.12), найдется такое положительное число t0, 
что 

п 4-оо 

2 2 S tn-k\rk(t)\dt<:i (4.13) 
k=l t0 

и 
p(*o)-supp(0>0, (4.14) 

t>tQ 

где 
n 

p(0= U ^ I ^ ^ W I - (4Л5) 

С другой стороны, согласно (4.12), из (4.6) имеем: 
+оо п 

1 у 
п Ч-оо 

<(ft__fe)1 2 $ ^ ( О П Г У ^ О И (Л=1,2,...,п). 
*0 

Отсюда, в силу (4.13), (4.14) и (4.15), следует: 
п +со 

p(f0)<2P(*0)2 J *"->;(*)! Л <Р(*о). 

Полученное противоречие доказывает лемму. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4.1. Ясно, что при щ — О за

дача (1) — (2) имеет лишь тривиальное решение. Предположим, что для 
некоторого щ ЕЕ (0, г] задача (1) — (2) имеет два решения щ (t) и и2 (t). 
Очевидно, что функция 

и (t) = и2 (t) — их (t) 

является решением уравнения (4.6), где 

, ч }df [tt (1 - т)u t(t) + хщ(t),..., (1 - t).«("-«(t) + тцом)(«)j 
r* <*> = ) wh

 dx 

(4.16) 
(k=l,2,...,n). 

В силу (4.1) и (4.2), из (4.16) ясно, что соблюдаются условия (4.4) и 
(4.5). 

Не ограничивая общности, можно считать, что при t > a 
О < щ (0 < г, 0 < ( - J)1-1 и ^ (*) < е (* = 2, ..., п). (4.17) 

Поэтому, ввиду (4.3) и(3.13), из (4.16) ясно,что соблюдаются условия (4.11). 
Поскольку lim tk~1ulk~1'>(t) = 0 (к = 2, ..., ri), согласно лемме 4.2, 

£->+со 
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без ограничения общности можем считать, что 

Нтм(*) = с > 0 . 

В силу (4.4), (4.5)] и (4.11), из теоремы 2.1 и леммы 4.2 вытекает, что 
уравнение (4.6) имеет решение uQ (t), удовлетворяющее условиям 

\k-l !,(£-!) Mo(l) = lf ( - l r ' V o }(t)>0 п р и * > 1 (ft = 1 ,2 , . . . ,и ) (4.18) 
и 

lim u0 (0 = с0^>0. 

Поскольку 
lim J*"1 L ^ > (0 - — Ио(*-« (Ol = 0 (ft = 1, 2. 

f-*-fOO L CQ J 

согласно лемме 4.2 имеем: 

л), 

и(*) = — u0(t). 
с0 

(4.19) 

Ввиду (4.18) и (4.19), из леммы 4.1 следует: 
с 

limu(t) =—limz/0(£)^>0, 
«-•о с о *-»о 

что невозможно, ибо и (0) = и2(0) — иг (0) == 0. Полученное противоречие 
доказывает теорему. 

ТЕОРЕМА 4.2. Пусть функция f (t, хг, ..., хп) непрерывно дифферен
цируема по хг, ..., хп при почти всех t ЕЕ (0, + оо), соблюдаются условия 
(4.1) и (4.2) и найдутся такие положительные числа г, г и а, что в области 
i > а, 0 <^ х± ^ г, 0 ^ (— г)1-1 Zi ^ 8 (г = 2, ..., л) шиееж: 

dfjtfXi,..., xn) 
дхг 

df{t, а?ь . . ., агп) 
9жь 

/>(*) ^ л(0, 

<Pk(t) (k = 2,...,n), (4.20) 

где функция р (t) непрерывно дифференцируема и удовлетворяет условиям 
(3.18), а функции ph (t) (ft = 1, 2, ..., п) удовлетворяют условиям (3.19). 
Тогда при любом и0 ЕЕ [0, г] задача (1) — (2) имеет не более одного решения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что для некоторого и0 е= (0, г] 
задача (1) — (2) имеет два решения иг (t) и щ (t). Согласно замечанию к 
теореме 3.4, найдутся такие положительные постоянные с± и с2, что 

и(Ы) (0 ~ cieij (t), tt0-i) (0 ~ с2?1;- (0 (/ = 1 ,2 , . . . , л). (4.21) 

Не ограничивая общности, ниже будем считать, что с2 > q и соблюдаются 
условия (4.17). 

Как было отмечено при доказательстве теоремы 4.1, функция 
и (t) = щ (t) — и± (t) (4.22) 
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является решением уравнения (4.6), где функции rk (t) (к = 1, 2, ..., п} 
определены равенствами (4.16) и удовлетворяют условиям (4.4) и (4.5)* 

Полагая 
*i (t) = Pi(t) + q± (t), rk (t) = gk(t) (к = 2, ..., n), 

ввиду (3.19), (4.17) и (4.20), из (4.16) легко заключаем, что соблюдаются ус
ловия (3.21). Поэтому, согласно лемме 3.2, уравнение (4.6) не имеет нетри
виального решения, удовлетворяющего условию] (3.30). Из' сказанного, 
ввиду (4.21) и (4.22), ясно, что 

|и(М) (*) ~ сеи (t) (/ = 1, 2, ..., и), где с = с2 - сг > 0. 

Отсюда, согласно (3.24) и (3.27), следует, что для достаточно большого t0, 
соблюдаются неравенства (4.7). Поэтому, в] силу леммы 4.1, limu(t)^>0r 

что невозможно, ибо и (0) = 0. 
Тбилисский государственный Поступило 
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