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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 6, № 5 (1969), 633—639 

У Д К 517.9 

ОБ УСЛОВИЯХ НЕОСЦИЛЛЯЦИОННОСТИ 
СИНГУЛЯРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 

И. Т. Кигурадзе 

(Найдены условия, при выполнении которых каждое не­
тривиальное решение уравнения и" -f ft (t) и' -\- a (t) и = О, 
где |3 (0 е L (а, Ъ) и (t — a) (t — b) a (t) e L (а, Ь), имеет не 
более одного нуля в промежутке а < t < Ъ. Библ. 8 назв. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 
и" + Р (*К + ос (*)и = 0, (1) 

где — оо<са<С.Ь<с+оо, 

(3 (t) е £ (а, 6), (* - а) (t - 6)а (*) ЕЕ L (а, Ь). (2) 

Введем следующее 
О п р е д е л е н и е . Уравнение (1) называется нео-

сцилляционным в промежутке а <^ t <^ Ь, если каждое не­
тривиальное решение *) этого уравнения имеет не более 
одного нуля в промежутке а <^ t ^ 6. В противном случае 
уравнение (1) называется осцилляциоиным в промежутке 
а < t < &. 

Для случая, когда a(t) G i (a, &), разные достаточные 
условия неосцилляционности уравнения (1) содержатся в 

*) Под значениями решения и (t) уравнения (1) в точках t~a и 
t=b понимаются, соответственно, и(а)= lira и (t) и и (b) = lira и (*), 

t->a-\-0 t->b—0 
которые существуют согласно доказанной ниже лемме 1. 
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работах fl—4] (см. также [5], стр. 125, примечание пере­
водчика). 

В настоящей заметке доказываются следующие предло­
жения: 

ТЕОРЕМА. Пусть 
а0 (t) > О, р0 (t) > 0 при а< t <: Ь, 

(t -a){t- b)a0 (t) GE L (a, b), po (t) e L (a, b). (3) 
Тогда для того, чтобы уравнение (1) было неосцилляцион­
ным в промежутке а <^ t ^ Ъ при любых a(t) и Р (t), удов­
летворяющих условиям (2) и неравенствам 

а (0 < а0 (*), | Р (*) |< Ро (0 при a<t<b, (4) 
необходимо и достаточно, чтобы для любого t0 ЕгЛа, Ь] 
уравнение 

и" + ро (t) sign (*0 — t)u'+ a0 (t)u = О (5) 
было неосцилляционным в промежутке а ^ £ ^ &. 

С л е д с т в и е 1. 2?с/щ соблюдаются условия (2) и 

а (*)< а (* — а)-2о*(& — £)~2а% IP ( О К Р (* — aYGl (Ь — 0"°2 

тгри а <. t < b, где а > О, Р > 0, <rft < 1 (А = 1, 2) и 

£ {£ (* - а)"" (6 - *)-* Л}2.+ A £ (*-а)-* (6-0" а 2 Л < 1 , 
(6) 

то уравнение (1) является неосцилляционным в промежут­
ке а <^ t <^ b. 

С л е д с т в и е 2. Пусть а и Р — неотрицательные 
постоянные. Тогда для того, чтобы уравнение (1) было не­
осцилляционным в промежутке а <^ t <J b для любых a(t) и 
Р (t), удовлетворяющих условиям (2) и неравенствам 

а (* )< а, I P (t) К Р при а < * < Ъ% 

необходимо и достаточно, чтобы 

а < 

: 1 п Ш Й ^ пРиАа<^, / Р 2 — 4а р — )/>— 4а 
4/Р /грм 4а = Р2, (7) 

7 ^ ^ a r c c t g 7 l o = F >^4«>Р2 }2 
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Прежде всего докажем следующую лемму: 
ЛЕММА 1. Если соблюдаются условия (2), то каждое 

решение уравнения (1) имеет конечные пределы 
и (а) = lim u(t) и u(b)= limu(t), 

t->a+o 1->Ъ-0 

при этом, если и (а) = 0 (и (Ъ) = 0), то существует конеч­
ный предел 

и'{а)= lim u'(t) {и' (Ъ) == lim u'(t)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 3, доказанной в 
заметке [8], следует, что при условиях (2) уравнение (1) 
имеет решения их (i) и и2 (t), удовлетворяющие условиям 

lim иг(Ь) = 0, lim uv(t) — 1; 
/->а+0 t~*a+0 

1 ш м а ( 0 = 0, lim u2(t) = — 1. (8) 

Пусть 
ui(t)^>® ПРИ #<C^"Oi и w2(0^>0 при t2^t<^b. 

Полагая 
щ (t) = u-i (t) \ щ2 (T) exp [ —J p (s) ds] dx, 

и2 (J) = 1*2(0 J и2
а(т)ехр[^ $(s)ds]dr, 

согласно (8) легко заключим, что 
lim u1(t) = l, lim й2 (0 = 1. (9) 
t->a\Q t->b-0 

Очевидно, что для любого решения и (t) уравнения (1) 
будем иметь 

и (t) = c1u1 (t) + c[iii (t) при а <; t <; *1? 
и (t) = с2и2 (t) + с^щ (t) при t2 < t < b, (10) 

где q, q, с2жс2— постоянные. Отсюда в силу (8) и (9) не­
посредственно следует, что 

и (а) = lim u(t) = <ГЬ u(b) = lim u(t) = (Г2- (11) 

Если теперь предположить, что и (а) = 0 (и(Ь) = 0), то 
согласно (10) и (11) будем иметь 

и (t) = с1и1 (t) (и (t) = с2и2 (*)). 
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Отсюда в силу (8) получаем, 
lim и' (t) = сг (lim и' (t) = — с2). 
*-»а+0 t-*b-0 

Лемма доказана. 
С учетом леммы 1 легко можно проверить, что при усло­

виях (2) сохраняют справедливость хорошо известные для 
уравнений с суммируемыми коэффициентами следующие 
предложения: 

ЛЕММА 2. Если соблюдаются условия (2) и уравнение 
(1) является неосцилляционным в промежутке a k^ t <^ b, 
то существует функция Грина краевой задачи 

u,f + p (t)u' + a (t)u = О, и!-(а) = и(Ъ) = 0 
и она неположительна. 

ЛЕММА 3. Пусть соблюдаются условия (2) 
(t — a) (t — Ъ) aQ (t) e L {а, Ъ) и a (t) < a0 (t) 

при a<Ct <C.b. Тогда если уравнение (1) является осцилля-
ционным в промежутке а <^ t <^ Ъ, то и уравнение 

и" + р (t)u' + a0 (t)u = 0 (12) 
будет осцилляционным в промежутке а <^ t <^ Ъ. 

ЛЕММА 4. Если функция и (t) непрерывно дифферен­
цируема в промежутке а <^ t <^ Ъ и и (а) = и(Ь) = 0, а 
функция g(t) неотрицательна и суммируема вместе с 
l /g(0, то 

18 (0 и> (0 dt < ± (£g (0 л)1 £ - £ $ - Л. (13) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

и (0 = м (ж), а; = я 5e g (т) dx j\ag (т) rft. ^ 

Поскольку ш (0) = w (л;) = 0 и w' (х) ЕЕ £2 (0, я), имеем 

\ w2(x)dx<^ w'2{x)dx 

(см. [6], стр. 222). Отсюда согласно (14) непосредственно 
следует справедливость неравенства (13). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Необходи­
мость очевидна. Докажем достаточность. Допустим про-
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тивное, что уравнение (1) является осцилляционным в про­
межутке а ^ t <^ 6. Тогда, согласно лемме 3, и уравнение 
(12) будет осцилляционным в промежутке а ^ t <^ Ъ. 

Пусть u(t) — решение уравнения (12), удовлетворяю­
щее условиям 

u(tl)==u(t2) = 0 (15) 
и 

u(t) > 0 при tx<t<t2, (16) 
где а <; t± < t2 <^ Ъ. Ввиду неотрицательности а0 (t) и 
u(t) из (12) следует 

-JgL{exp[£ Р ( т ) л ] и ' ( * ) } < 0 п р и ^ < ^ < ^ 2 . (17) 

Из (15) и (17) очевидно, что для некоторого t0 e (tv t2) 
имеем 

и' (t) sign (£0 — t)= \uf (t) | при *х < t < *2. (18) 
Согласно (4) и (18) из (12) находим 

u"(t) + р0 (t) sign (t0 - t) и' (t) + (x0 (t) u(t) = y (*), (19) 
где 

YW = [ p o W - P W s i g n ( * 0 - - * ) ] | ы ' ( * ) | > 0 
при ^ < * < t2. (20) 

Пусть С?(£, т) — функция Грина задачи (5)—(15). Со­
гласно лемме 2 имеем 

G(t, т ) < 0 при tx < *, т < t2. (21) 
В силу (15), (19), (20) и (21) получаем 

u(t) = \ 2 G ( ^ t ) r ( t ) r f T < 0 при * i < * < * 2 , 

что противоречит неравенству (16). Полученное противоре­
чие доказывает теорему. 

Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. Сог­
ласно вышед оказанной теореме достаточно показать, что 
уравнение 

и" + р g (t) sign (*0 - t) и' + ag* (t)u = 0, (22) 
где 

g(Q = (t-a)-°*(b- ty°> (23) 
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является неосцилляционным в промежутке а <^ t <^ Ъ 
при любом t0 ЕЕ la, b]. Допустим противное, то есть что 
для некоторого t0 ЕЕ [а, Ъ] уравнение (22) имеет решение 
и (t), удовлетворяющее условиям (15) и (16). 

Умножая обе части уравнения (22) на u(t)/g(t) и ин­
тегрируя от ti до t2, согласно лемме 1 и равенствам (15) 
и (23), найдем 

1-жЛ<4Йж)""8(' )й^& ( , )и ! ( , )й+ 

+Р$''|и(*)»'(01Л. (24) 

Согласно лемме 4 имеем 

^g{t)u4t)dt<-^[^g(t)dtJ^f^dt (25) 
и 
$ j и (t) и' (о | л < [ J g (о «»(о л]''* [ J|j-£!В- Л]'7, < 

<4-£*(')л£-7ЙгЛ- (26) 

С другой стороны, из (23) ясно, что 

( w ) " < 0 пРи «<'<*>• (27) 
Учтя, что и' (t) ф 0 при ^ <С t ^ hi B силу (6), (25), 

(26) и (27) из (24) найдем 

Полученное противоречие доказывает справедливость 
следствия. 

Выписав в явном виде решение и (t; t0) уравнения 
и" + р sign (* — t0)u' + au = 0 (28) 

при начальных условиях 
и (a) t0) = О, и' {а\ t0) = 1, 

с помощью элементарных рассуждений покажем, что если 
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соблюдается неравенство (7), то 
и {t\ to) ^> 0 при а <^ t < 6, а <; t0 < Ъ. 

Следовательно, уравнение (28) является неосцилляционным 
для любого t0 ЕЕ Ы, Ь]. Применяя теперь доказанную вы­
ше теорему, справедливость следствия 2 становится оче­
видной. 

Следует отметить, что для уравнений с суммируемыми 
коэффициентами следствие 2 не является новым. Его раз­
ные доказательства содержатся в работах [3, 4] (см. также 
[7], стр. 275-279). 
Тбилисский государственный Поступило 
университет 23. IX.1968 
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