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УДК 517.927 

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

И. Т. Кигурадзе 

ВВЕДЕНИЕ 

Теория краевых задач для систем обыкновенных дифферен
циальных уравнений по сути дела построена в последнее двад
цатипятилетие. Именно в это время был существенно развит 
метод априорных оценвк, что позволило установить признаки 
разрешимости и корректности широкого класса нелинейных за
дач с функциональными [8, 9, 16, 17, 19, 34, 42—44, 53, 54, 56, 
69, 70, 82], многоточечными [18, 21, 22, 27, 31, 48, 55, 73, 74, 78,, 
80] и двухточечными [10—12, 23, 24, 26, 28, 30, 33, 35, 41, 45,. 
47, 67, 58, 62, 63, 65, 66, 72, 79, 87, 89] краевыми условиями. 
Изложению основ упомянутой теории и посвящена настоящая 
работа. 

В первой главе (§§ 1—3) исследуются краевые задачи вида 
- — /(-S*), (0.1) 

h(x) — 0, (0.2) 
где {:[а, b]XR1l->-Rn — вектор-функция из класса Каратеодори, 
a h — непрерывный оператор, действующий из пространства не
прерывных вектор-функций и JR". 

В § 1 рассматривается линейный случай. В § 2 приведены 
достаточные условия существования и единственности решений 
нелинейной краевой задачи (0.1), (0.2), обобщающие резуль
таты Копти [69, 70.] и Опяля [82]. 

В § 3 изучается связь решения задачи (0.1), (0.2) с реше
ниями в определенном смысле близкой к ней задачи 

§-f(t*x)> (0.1'> 
7г(А-)==0. (0.2') 
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В случае задачи Коши, т. е. когда 
h (х) == h (x) =x {tQ) — с 

этот вопрос исследован достаточно подробно. Здесь особенно 
следует отметить теорему Красносельского-Крейна [38] и ряд 
ее интересных модификаций и обобщений [13, 39, 49---51, 59, 
68, 88], в которых утверждается близость между решениями 
задач (0.1), (0.2) и (0Л')> (0.2') при интегральной малости / — / • 

В отличие от задачи Коши изолированность решения общей 
задачи (0.1), (0.2) в нелинейном случае не гарантирует даже 
разрешимости задачи (0.1'), (0.2'), какими бы малыми ни были 

f—f и h-h. 
Например, как в этом легко убедиться, задача 

.i—x2, x(o)=x(1) 
имеет только нулевое решение, в то время как задача 

g = x2 + e, x(0) = x(l) 
не имеет решения ни при каком е>0. Именно этим объясняется, 
что во многих работах связь между решениями задач (0.1), 
(0.2) и (0.1'), (0.2') исследуется при априорном предположении 
о разрешимости как исходной, так и возмущенной задач (см., 
например, [12, 44]). Поиски условий корректности нелинейных 
краевых задач привели к понятию сильно изолированного реше
ния '[8, 9]. Именно работы [8, 9] лежат в основе § 3, где дока
зывается, что задачи с сильно изолированными решениями яв
ляются корректными и для них справедливы аналоги вышеупо
мянутых теорем типа Красносельского—Крейиа. 

Во второй главе (§§ 4—6) для системы (0.1) рассматрива
ются многоточечные краевые задачи, являющиеся обобщениями 
задачи Коши—Николетти [78, 80]. Следуя i[15, 31, 34;] мы уста
навливаем в определенном смысле неулучшаемые признаки их 
разрешимости и однозначной разрешимости, носящие характер 
односторонних ограничений на f. Здесь же предлагается метод 
приближенного нахождения решения. 

Третья глава (§§ 7—8) посвящена двухточечным краевым 
.задачам 

x{a)eSu x(b)BS2 (0.3) 
для системы (0.1), где •S.crR'1 (t = l, 2) —непустые замкнутые 
множества. Изложение этой главы опирается на результаты 
работ i[23, 24, 26, 30, 33], в которых, в свою очередь, развиты 
идеи С. Н. Бернштейна и М. Нагумо. Доказанные в ней теоре
мы существования охватывают случай, когда компоненты век
тор-функции f являются быстрорастущими по фазовым пере
менным. 

В четвертой главе (§§ 9—11) исследованы те вопросы тео
рии периодических и ограниченных решений, которые непосред-
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ственно связаны с краевыми задачами. Естественно, что здесь-
не нашли отражения многие проблемы этой обширной и весьма 
богатой результатами теории (см. [36, 37, 46, 52, 60—62, 86]). 
§§ 9 и 11 основаны на результатах работ [29, 31, 32, 34, 81, 
83], a § 10 — на результатах работы .[28]. 

За пределами настоящей работы остались краевые задачи 
для дифференциальных систем с неинтегрируемыми сингуляр-
ностями i[18, 22, 25, 27, 64, 73, 74, 87], а также начальная и 
краевые задачи для функционально-дифференциальных и обоб
щенных в смысле Я. Курцвейля дифференциальных систем (см., 
например, :[1—7, 14, 67, 76, 77, 84]). 

На протяжении всей работы приняты следующие обозначе
ния: 

•R=]—оо, +оо[, # --[О, +{infty}[; 
R"--n-мерное вещественное евклидово пространство векторов 
-x==(xi)?_i с нормой 

п 

11x11-21*'!; 
1 - Х 

R.J. = {(x '̂Z-ieR": xi > 0, . . . , хп > 0}; 
R"x"—пространство вещественных n x n матриц X = (xik)"ih^t 
с нормой 

и 

i,k—\ 

если x~{Xi)1-№* и X=(.x:ift)"ft--1eR"x". то 

|X | - ( | x« l )"*~i . 
detX — детерминант X, a XJl — матрица, обратная к X; 

Е — единичная матрица; 
X(^+) и X(t—) -—соответственно правый и левый односто

ронние пределы отображения X в точке t; 
• С ([а, Ъ\\ R") и С ('[a, b]; RnXn) —пространства непрерывных 

вектор-функций'* : [a, fe]{to}R" и матричных функций X : [а, 6]{to} 

||.x||c=--max{||.x(t)||:a<t<&}; 
С([а, b]; R^.)={xeC([a,6]; /У): х (t)eR+ при a<t<b}\ 
С ([a, b]\ R") — множество абсолютно непрерывных вектор-

функций х:[а, b\-+R,n; 
L»(\a, b\\ R») и I"([л, b\, R"x"), где 1 < К + « . 
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— пространства вектор-функций х:[а, b]->Rn и матричных функ
ций Х:[а, &]->R"xn с суммируемыми со степенью \х компонентами; 

1_ 

\\x\\L^ll\\x(i)\\»dt) ; ' 

1+со ([a, b]; R") и 1+00([й,й]; R"x")—пространства вектор-функ
ций х:[a, b\-+Rn и матричных функций Х:[а, b]^Rnxn c су

щественно ограниченными компонентами; 
11 х | \L+о0=vrai max {| | л; (t) | |: а < t < b);. 

I?{[a, b\\ Кп
+)^{х^([а,Ь\] R«):x(0eR+ при a<t<b); 

K([a,b]XDu D2), где D1CR" и £>2cRra 

(или D2_RmXm)—класс Каратеодори, т. е. множество отобра
жений f : [a, b]XDi-^-D2 таких, что f(-, х) : [a, &]{to}D2 измеримо 
при любом x6D1; f(t, •) : D-{to}D2 непрерывно при почти- всех 
t&[a, b] и 

sup{\\f(-,x)\\:xeD0}GL([a,b]; R) 

для любого компакта D0c:Di; 
К.0([a, b]XD\; D2) — множество отображений / : [a, b]XDi->-

{to}D2 таких, что / ( • , л:(•)): [a, £]{to}D2 является измеримым для 
любой непрерывной вектор-функции х:-[а, 6]{to}D1. 

Неравенства между векторами и матрицами понимаются 
покомпонентно. 

Оператор g:Bi-^-B2, где fii и В2— банаховы пространства, 
называется положительно однородным, если для любых MR... и 
x6£t 

g(kx)=Xg(x). 
Оператор g;C([a, b]\ Rn){to}L([a, Щ\ R) называется неубы

вающим, если для любых х, у&С([а, b]\ R") таких, что x(^){le} 
{le}t/(t) при te[a, b], соблюдается неравенство 

g(x)(t)^g(y)(t) при Ща, Ь]. 
Вектор-функция х: [a, 6]{to}R" называется решением диффе

ренциальной системы (0.1), если она принадлежит множеству 
С ([a, b]\ R71) и удовлетворяет (0.1) почти всюду на [а, Ь]. 

Решения встречающихся в работе систем дифференциальных 
неравенств ищутся также во множествах абсолютно непрерыв
ных вектор-функций. 
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Глава 1 
ОБЩАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 

§ 1. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ И КОРРЕКТНОСТЬ 
ЛИНЕЙНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

В этом параграфе изучается общая линейная краевая задача 
_ 
dt 
dx*=P{i)x + q(t), (LI) 

i(x) = c0, (1.2) 
где P£L([a, b]; Rnxn), qeL([a, b\\ R% c0uRn, a l:C([a, b]; R"){to} 
->R"-линейный непрерывный оператор. 

Наряду с (1.1), (L2) рассмотрим соответствующую однород
ную задачу 

d£—P{t)x, (1.10) 
i (x)=0 (L2o) 

и введем следующее 
О п р е д е л е н и е LL G : [a, 6]Xl[a, &]{to}RnXn называется 

матрицей Грина задачи (1.10), (1.20), если: 
а) для любого тб|]а, Ь[ сужения столбцов матрицы G(-, т) 

на промежутки 1[а, %.[ и }т, Щ являются решениями системы 
(Llo), при этом 

G(t+,T)-G(t—,-;)-=£; 
б) Q(t, •)eL+0D([a, b\\ R"xn) при любом Ща, b]; 
в) для любой q£L ([a, b]; R") вектор-функция x (t) — 
ь 

-=J 0(t, x)q (x)dx удавлетворяет условию (L2o). 
a 
Если ZQC ([a, b\\ R"xn)—- матричная функция со столбцами 

Zi, ...,zn, то под i(Z) будем подразумевать матрицу со столб
цами I (zx), ...Л (Zn). 

Теорема 1.L Для однозначной разрешимости задачи 
(1.1), (1.2) необходимо и достаточно, чтобы соответствующая 
однородная задача (1.10), (L2o) имела только нулевое решение. 
Если последнее условие выполнено, то решение х задачи (1.1), 
(1.2) допускает представление 

x(t) = x0(t) + $G(t,x)q(T)dx, (1.3) 
а 

где х0 — решение задачи (Llo), (1.2), а G —матрица Грина за
дачи (l.lo), .(1.20). 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть У — фундаментальная матри
ца системы (Г 1о), удовлетворяющая условию 

У (а) =Е. 
Тогда для любого решения х системы (1.1) имеем 

x(t) = Y(t)c+A(q)(t), (1-4) 
где с—х(а) и 

t 
A(q)(t) = Y(t)§V->(t)q(x)dX. (1.6) 

а 
Для того, чтобы х удовлетворяло условию (1.2), необходимо и 
достаточно, чтобы с было решением системы линейных алгебра
ических уравнений 

l(Y)c=c0-l(A(q)). (1.6) 
Но эта система и, следовательно, задача (1.1), (1.2) однозначно 
разрешима тогда и только тогда, когда 

deU(Y){ne}0. (1.7) 
С другой стороны, очевидно, что (1.7) является необходимым и 
достаточным условием отсутствия у однородной задачи (l.lo), 
(1.20) ненулевого решения. 

Если (1.7) соблюдено, то из (1.4) и (1.6) вытекает следую
щее представление решения х задачи (1.1), (1.2) 

x(t)-x0(t)+Y(t)h(q)+A(q)(t), (1.8) 
где 

h(q)=-[t(Y)]-4(A(q)) (1.9) 

x0(t) = Y(t)[l(Y)i~ko, (1.10) 
при этом x0 представляет собой решение задачи (l.lo), (1.2). 

Ввиду (1.9) h:L(![a, b']; R")-*-Rn является линейным непре
рывным оператором. Поэтому существует матричная функция 
НЫ+°°([а, Ъ]\ RnXn) такая, что 

h(q) = $H{t)q(t)dt 
а 

(см. [20]). Согласно этому представлению и равенству (1.5), фор
мулу (1.8) можно переписать в виде (1.3), где 

uK^x)^\Y\t)H{x) при a<t<x<b 
является матрицей Грина задачи (1.1-), (1.2а). Из определения 
1.1 легко следует также единственность этой матрицы (с точ
ностью до значений Н на множестве меры нуль). Теорема дока
зана. 



З а м е ч а н и е 1,1. Пусть 
deti(y)=0. (1.11) 

Тогда для любой q£L([a, b]\ Rn) существует такой вектор 
CoGR™, что система (1.6), и следовательно задача (1.1), (1.2), 
не имеет решения. 

З а м е ч а н и е 1.2. Пусть отображение l:C([a,b]; Rn){to} 
{to}Rn является сюръективным и соблюдается условие (1.11). 
Тогда для любого c06R™ существует q£L([a,b]; R") такая, 
что задача (1.1), (1.2) не имеет решения-

Лемма 1.1. Пусть 
c-̂ eLUa, Ь}\ R), pA6C ([а, Ь\; R) (k = 0, 1, . . , ) , 

1im||pft — p0||c = 0, (1.12) 
k-*-\-oo 

r = sup mah(x)\df.k = 0, 1 , . . . |< + oo (1.13) 

и равномерно на [a, b] 
i t 

lim \ ak (t) dt = \ a- (t) dx. (1-14) 

Тогда равномерно на [a, b] имеем 
t t 

lim fpft(T)aft(t)dt—fp0(t)os0(r)art. 
йч-Ьсо £ а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для произвольно заданного е > 0 под
берем ступенчатую функцию T]:[a,6]{to}R таким образом, чтобы 

2г|Ро(О—П(0|<8 при a<t<b. (1.15) 
Положим 

t t 

Ъ (t) = J[ft» (t) «* (*) - p0 (t) a0 (t)] dt, SA (0 = jVj (*) M*) - «o^ld*. 
a a 

В силу (1.14) 
lim||6ft||c — 0. (1-16) 

/.•_>.-|-оо 

C другой стороны, согласно (1.13) и (1.15) имеем 
1Ы|с<в + г | | р й - М с + ||6А|.с (*-=1.2, . . . ) . 

Отсюда ввиду (1.12), (1.16) и произвольности е следует, что 
Н т | Ы | с - 0 . 

Лемма доказана. 
Для любого натурального k наряду с задачей (1.1), (1.2) 

рассмотрим задачу 



) 

§ = P.b{t)x + qk(i), (Г17) 
h(x) = ck, (1Л8)-

где PkeL([a, b\, Япхп), gkeL([a, b}\ R"), ch&R", a lk:C ([a, b]; 
Rn)--->-Rn—линейный непрерывный оператор.' 

Теорема 1.2. Пусть 
lim/ft(£/) = /(у) при y£C([a,b]; Rn), lim .5»=с0. (1-19) 

А-++00 #->•-+со 

sup{||/,.||:k=--l,2, . . . }<+ooD, (1.20) 

sup\]\\Pk(x)\\dx:k=l,2, . . . . < + oo (1.21) 

и равномерно на [a, b] соблюдаются условия 
t ' t 

lim fp f t(t)dt=fp(t)dT:, (1.22) 
ft-+eo Ъ a 

t t 

lira \ qk (x) dx=\q (t) dx. (1.23) 

Если, кроме того, задача (1.1), (1.2) имеет единственное реше
ние х то, начиная с некоторого k0, задача (1.17), (1.18) также 
имеет единственное решение xk и 

1 i m | | x / - x | | c - 0 . (1.24) 
ft-t-h» 

Доказательство . Пусть Y и JY—соответственно фунда
ментальные матрицы систем (1.10) и 

удовлетворяющие условиям 
Y(a)=Yk{a)=E. 

Следуя [40], докажем, что 
Hm||Kf t-K||c = 0. (1.25) 

Положив 
Zk{t) = Yk{t)Y-\t)-E, 

будем иметь 
Z^(t)=Pk(t)-P (t)+P!i(t)Z!i(t)-Z/l(i)P (t) 

t 

и Zft(a)=0. Поэтому ||ZA(t)||<8 f t+jYA(t)||Z*(t)||dt при 
a 

al<t<6, где 
•• Здесь Ц/sll —норма оператора th. 

10 



eft = max $[Pk(x)-P(x)]dx :a< t<M , 

•MOHIP*(011+11-° (Oil-
Отсюда в силу леммы Гронуолла—Беллмана [27, с. 49] находим 

11^(0 II <е*ехр J 7A OO d* ) при a<t<b. 

Из этой оценки ввиду условий T1.21) и (1.22) вытекает равенст
во (1.25). 

С учетом (1.19), (1.20) и (1.25) получим 
lim lk(Yk) = l(Y). 

Отсюда согласно (Г7) имеем 
det lk (Yk) Ф 0 при к > ko, 

где k0—-достаточно большое натуральное число. Следовательно, 
для любого k>k0 задача (1.17), (1.18) однозначно разрешима; 
при этом ее решение xA имеет вид 

Xk(t)^x0„(t) + yk(t)hk(q^ + Ai(qk)(t), (1.26) 
где 

чуо 

Ak{qk)(t) = Yk{t)ijjYIl{x)qk{x)dx^ 
а 

= j д„ (х) d*+Yk (t) J YT1 (rt) Pl{ (x) [ J qk (s) ds ) dx, 

ААЫ--[гй(кй)]-- /А(Ай(^)) , 
Xok(t) = Yk(t)[lk(Yk)\-ictt. 

В силу леммы 1.1 из условий (1.19) —-(1.23) и (1.25) следует, 

lim | |Л А Ы-.-М?) | | с = 0, 
k-t-l-co 

где 
А (?) (*)--= j q (%) d t + Y (t) j У- (т) Р (t) ( J q(s) ds) d*--= 

.Y(t)$Y-i(x)q(x)dx. 

Кроме того, 
lim hh(qk) = h{q), lim ||x0/—.x:o||c--0. 

k-t—l-co A->—|-oo 
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где h и x0 —оператор и вектор-функция, заданные равенства
ми (1.9) и (1.10). Если теперь учесть представления (1.8) к 
(1.26), то справедливость равенства (1.24) станет очевидной. 
Теорема доказана, 

З а м е ч а н и е 1.3. Приведенные ниже примеры показыва
ют, что в теореме 1.2 условия (1.20) и (1.21) являются су-
щественными и отказаться хотя бы от одного из них нельзя. 

Пусть а=0, -5=2я, «•—1, ck=с-= 1, 
P (*)-/>,(/)-= 0, <7(/)=-.0, qk=kcosk4, 

I (х)=х (0), lk (x)—х (0) + к J л: (г!) sin A-tdt. 
о 

Тогда соблюдаются все условия теоремы 1.2 кроме (1.20). 
С другой стороны, 

.x( i)=l , хЛ(г;)==1 —п+т-sink-if 

и, следовательно, нарушается равенство (1.24). 
Предположим теперь, что а=-0, Ь = \, / г=1 , сй — со — 0---

P(t) = q(t)=0, Pk(t) = kcos№, qk{t)=-ks\.nk4, lk{x)=* 
*=l(x)=x(Q). Тогда 

t 

x{t)=0, **(*)==-ft J expf—^——-"x-jsinA-tdt. 

и 

llm [**(*)-*(*)] =--•-£• 
/e-*-boo --

Однако, в этом случае соблюдаются все условия теоремы 1.2: 
кроме (1.21). 

§ 2. ПРИЗНАКИ СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ 
РЕШЕНИИ НЕЛИНЕЙНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

Рассмотрим краевую задачу 

ЗГ-- - / (* .*) . (2ЛУ 
A(je)=-0, (2.2) 

где /б/С([а, b] xR n ; Rn), а /г: С([а, * ] ; R«){to}R« — непрерывный 
оператор. Приведенные ниже теоремы существования и единст
венности решения этой задачи опираются на следующую лем
му об априорной оценке. 

Л е м м а 2.1. Пусть SczL([a,b]; R»*«), а g:C([a,b]; R«){to} 
{to}Rn — положительно-однородный непрерывный оператор, при. 
этом: 
12 



а) задача 
dx 
£--.А(*)л:, g(x)<0 dt (2.3) 

не имеет ненулевого решения, если только A6S; 
б) существует <p6L([a,b]; R+) такая, что любая AGS удов

летворяет неравенству ||A(/) ||--.$Ф(<0 при a < t < b ; 
в) если Aft6S (k = l, 2 , . . . ), AeL([a,b]; R"Xn) и равномерно 

на [a, b] 
t t 

Hm f As (r) d t = ("A (u) dt, 

TO AQS. Тогда найдется такая положительная постоянная р0, что 
для любых x6C([a, b}; R") и A6S справедлива оценка 

|x||c<Po ll[.?(*)U + ---~ §[x'(x) — A(x)x(x)]dx : a < t < 6 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что лемма неверна. Тогда 
найдутся последовательности A/.6S и х,дЬ([а, b\\ R") (k = 1, 2,...) 
такие, что при каждом k 

t 

\*ъ\\с>Ъ ||[g(x*)U+ J КО1)— Ak{x)xk(x)\dx при a<t<,b. 

Полагая xk(t) = \\xk\\clxk(t) и x'k{t) — Ak{t)x~l(t)=qk(t), имеем 
| |х Л | | с =1 (k=--1,2,...), (2.4) 

dx <-rnpu a<t<b (k = 1,2, . . . ) 

lfe(**)UK-r (*=- .2 . •••)• 

(2.5) 

(2.6) 

Пусть E/, (t)= J A,, (T)dt. В силу условия б) || Bk(t) — Bk(s) 

<jcP(t)d-; при a<s<_t<b (k = 1, 2, . . . ) . Поэтому согласно 
лемме Ариела —Асколи без ограничения общности можем считать, 
что (Вц)+°£ равномерно сходится. Ясно, что матричная функция 

E(t)-UmEft(t) (2.7> 

абсолютно непрерывна. Следовательно, 
1Я 



5(i)==jA(t)dT, 
a 

где A&L([a, b]; RnX"); при этом ввиду условия в) AQS. 
Согласно (2.4) последовательность (хк(а))^ также, можно 

считать сходящейся. В силу теоремы 1.2 из б), (2.5) и (2.7) 
следует, что 

ИшН^-хЦс-О. (2.8) 
&-*•-|-со 

где х — решение задачи 
d-^^A(t)x, x(a)^cQ, 

а с0—1imxft(a). Из (2.6) и (2.8) находим gl(x)<Q, т. е. х является 
решением задачи (2.3). Поэтому ввиду a) x(t) =0 , что противо
речит равенствам (2.4) и (2.8). Полученное противоречие до
казывает лемму. 

Определение 2Л. Пусть /: C([a,-bJ; Rnj-J-Rn —линейный 
непрерывный, a l^: C([a,b]; Rn){to}R+

n— положительно-одно
родный непрерывный операторы. Скажем, что матричная функ
ция Р: [a, b] xRn-»-RwXn удовлетворяет условию Опяля относи
тельно пары (/, /о), если 

а) Pe/C([a,&]xRn; RnXn) и существует фб_ ([а, &]; R+) та
кая, что на множестве [а,Ь]хКп соблюдается неравенство 

11^(^*)11<Ф(0; (2.9) 
б) задача 

& = A{t)x, \t{x)\<la(x) (2.10) 
имеет только нулевое решение при произвольной AQL([a, b], 
ДпХп), для которой существует последовательность yS 
еС ([а, Ь]; Д") (k = l, 2, . . .) такая, что 

t t 

lira j / -( t , yk{x))dx= \ ,A(T)dT равномерно на [a, b]. (2.11) 

Теорема 2.Г Пусть на множестве [a,b]xRn соблюдает
ся неравенство 

||f(^)-P(^x)4{le}a(t,|U||), (2.12) 
а в пространстве G([a, b]; R") — неравенство 

\h(x)~l(x)\^l0(x)+h(\\x\\c), (2.13) 
где /:C([a,b]; R»){to}R™ и l0:C([a,b]; Rn){to}R+« — соответст
венно линейный и положительно-однородный непрерывные опе
раторы, матричная функция Р удовлетворяет условию Опяля 
14 



относительно пары (/, / 0 ) , а^КЦа, b] XR+; R+) не убывает п о 
второму аргументу, / i6C(R + ; R +

n ) и 
ь 

lim -Ha(*,p)dt = 11m Ш£--!1 «-.0. (2.14) 
Р-+-4-0О " *J p-..-1-oo r 

Тогда задача (2.1), (2.2) разрешима. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть g{x) = \l(x)\—/-(x)> а S — 

множество тех матричных функций A 6 L ( [ a , b); R n X n ) , д л я к а ж 
дой из которых существует последовательность yh&C([a, b]\ Rn) 
(& = Г 2 , . . . ) такая , что соблюдается (2.11). В силу определе
ния 2.1 ясно, что .для g и 5 соблюдены условия а ) — в ) л е м м ы 
2.1. Подберем р о > 0 таким образом, чтобы было верно з а к л ю 
чение этой леммы. 

Согласно (2.14) существует положительное число pi такое,. 
что 

ь 
Ро 

Положим 
IMP)|| + Ja('.p)-U <р при p>pi. (2.15) 

q(i, x) = f(t,x)~P(t,x)x, (2.16) 
(1 при 0 < t < p i , 

Х(т)= 2 - ^ при P l < t < 2 p „ (2.17) 
Ш при т>2р-, 

1(Х) = '%(\\х\\с)[Цх)-к(х)], 
p2-2pi + PoSUp{||/o(.V)|| + !|/1( | |y||c) | |:||y||c<2pI}. (2.18) 

U~{yeC([a,b];l?):\\y\\c<P2} ' 
и для любой y g U рассмотрим вспомогательную краевую задачу 

%-P(t,y(t))x + q(t,y(t)), (2.19) 

l(x)=~l(y). (2.20) 
Согласно условию Опяля задача 

§=P(t,y(t))x, /(x) = 0 
имеет только нулевое решение. Поэтому в силу теоремы 1.1 и 
леммы 2.1 задача (2.19), (2.20) имеет единственное решение 
x(t) = te)(y)(t) и 

\\wm\c<Po(\\?(y)\\ + $jQ(i,y(t))\\dtJ. 

Отсюда ввиду (2.12), (2.13) и (2.15) — (2.18) следует, что 
|| •-*>(#) И С<Р2 . 
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Таким образом, мы определили оператор w : U{to}[/, который со
гласно теореме 1.2 является непрерывным. 

В силу (2.9), (2.12) и (2.16) для любой y£U справедлива 
оценка 

t 

\\w(y)(t)—w(y)(s)\\<$%(x)dx при a<s<t<b, 
s 

где фо(0 ==Р2ф(0+а(--> Р2). Следовательно, множество w(U) 
компактно. 

Согласно принципу Шаудера [20] существует x&U такая, что 
x(t) -w(x) (t) при a^t^ib. 

Отсюда в силу (2,13) и (2.16) — (2.18) следует, что х является 
решением системы (2.1), удовлетворяющим условиям 

/(*)=7(x) (2.21) 
и 

|~0.)|</о(*Ж.(1И|С). (2.22) 
Согласно лемме 2.1 и неравенствам (2.12), (2.15) и (2.22) 

имеем 
ь 

Ixllc <ро lMII-*l|c)!l + Ja(*,||x||c)d* и | | x | | c<Pi . 

Ввиду этой оценки из (2.17), (2.18) и (2.21) вытекает, что х 
удовлетворяет условию (2.2). Теорема доказана. 

Т е о р е м а 2.2. Пусть на множестве [a, &]XRn соблюдаются 
неравенства (2.12) и 

Pl(t)^P(t,x)^P2(t), • (2.23) 
а в пространстве C([a,b]; Rn)—неравенство (2.13), где 
1:С([а, Ь]; R"){to}R« и 10: С ({a, b]; Rn){to}R+

n —соответственно 
линейный и положительно-однородный непрерывные операторы, 
Рвф[[а,Ь]хКп; R"Xn), Pk&L([a,b]; Rnxn) (k=l, 2), ае 
ЧК{[а, fr]XR+; R+) не убывает по второму аргументу, /i6C(R+; 
R+n) и выполнено условие (2.14). Пусть, кроме того, для любой 
матричной функции AGL([a,b]; RwXn), удовлетворяющей не
равенствам 

Pi (0<A (^)<P2(0 при a<i<b, (2.24) 
задача (2.10) имеет только нулевое решение. Тогда задача 
(2.1), (2.2) разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через 5 множество всех 
матричных функций AGL([a,#]; RnXn), удовлетворяющих не
равенствам (2.24). Очевидно, ЧТО для 5 и g(x) = \l(x)\—l0(x) 
выполнены все условия леммы 2.1. Подберем число ро>0 та
ким образом, чтобы было верно заключение этой леммы. 
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Ввиду (2.14) существует положительное ЧИСЛО р1, для ко
торого справедлива оценка (2.15). Рассмотрим дифференциаль
ную систему 

%-PiV)x + %(\\x\\)[f{t,x)-Pl(t)xl (2.25) 
где х—функция, заданная равенством (2.17). Согласно теоре
ме 2.1 задача (2.25), (2.2) разрешима, ибо матричная функция 
Pi удовлетворяет условию Опяля относительно пары (IJo). 
Пусть х — ее произвольное решение. Тогда 

x>(t)~A(t)x(t)=%(\\x(t)\\)[f(t,x(t))-P(t,x(t))x(t)], 
где i 

Aw-Ptity+xaxWiDiPaxW-Piit)]. 
С другой стороны, ввиду (2.17) и (2.23) ясно, что А удовлет
воряет неравенствам (2-24), т. е. AGS. Поэтому согласно лемме 
2.1 и неравенствам (2.12), (2.13) и (2.15) находим 

Г * 
||д:||с<Ро \\li(\\x\\c)\\ + $a(t,\\x\\c)dt и | |л; | | с<р1 . 

а 
Однако из (2.17) ясно, что любое решение системы (2.25), до
пускающее такую оценку, является и решением системы (2.1). 
Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 2.1. Теорема 2.2 представляет интерес лишь 
в случае, когда PtK([a, b] xRn; R"xn), ибо при РеК([а, b] х 
XRn; RnXn) она непосредственно следует из теоремы 2.1. 

Теорема 2.3. Пусть на множестве [а, Ь] X Rn соблюдается 
неравенство 

\f(t,x)~Pa(t)x\<Q(t)\x\ + q(t, \\x\\), (2.26) 
а в пространстве С ([a, b]; Rn) — неравенство (2.13), где 
Р.С ([а, Ь]\ /?")->R" и 10:С([а, Ь]\ Rn)->R" —соответственно линей
ный и положительно-однородный непрерывные операторы, 
P&L{[a, b\; Rnxn), QeL([a, b}\ Rf1), geK([a, 6]XR+; К) не убы
вает по второму аргументу, /i6C (R+; R") и 

ь 
lim ~\\\q(t, P)||d/— lim 

-->--l-o- " v p-j--|-o-

l!-i(P)JLeo. 
P 

a " ' 
Пусть, кроме того, задача 

\x'(t)-P0(t)x(t)\<Q(t)\x(t)\, \l(x)\<l0(x) (2.27) 
имеет только нулевое решение. Тогда задача (2А), (2.2) разре
шима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 
*-=№.,,. fibxWfifrx))*^, q(t,s) = (ql(i,s))U> 

Po(t)-(Poum\^v Q{t)-(qi}(W,]=v 
2-3611 17 



Полагая 

Ly-i 
<M0|x;| + <7;(MHI) + 1 X 

X / i ( t . *)-2/?oi;(0-«y 
-/-=-

и 

ввиду (2.26) находим 

| r )^ ,x ) |<1 , fi(^x)-^lpi](t,x)x] 

(г==1,...,/г) 

<:?,(*, 1И1) + 1 

pQiJ(t)~<lij(t)<Pi](t>x)<PQij(t) + qlj(t) (/, У-----1 
Следовательно, выполнены неравенства (2.12) и (2.23), где 

Р (t, х)=*(Ри(t, *))»,_,, A ( t ) = P 0 ( О - Q (О, 

• P - W - P o W + Q W 
и a(t,p) = |l?(^,p)||+n, при этом РбД°([а, 6]XRn; R"xn). С дру
гой стороны, из однозначной разрешимости задачи (2.27) выте
кает, что задача (2.10) имеет только нулевое решение для лю
бой матричной функции AGL([a, й]; R"Xn), удовлетворяющей 
неравенствам (2.24). Если теперь применить теорему 2.2, то 
разрешимость задачи (2.1), (2.2) станет очевидной. 

В случае, когда Q и /э тождественно равны нулю, теорема 
2.3 принимает вид 

С л е д с т в и е 2.1. Пусть на множестве [a, ftJxRn соблю
дается неравенство 

j | / ( t ,* ) - -P( t )* l l<o(MN), 
а в пространстве C([a,b]; Rn) — неравенство \\h(x)~l(x)\\^. 
{le}P(llxllch где l:C([a,b]; Rn){to}Rn—линейный непрерывный 
оператор, PGL([a,6]; RnX»), а&К{[а, b]XR+\ К+) не убывает по 
второму аргументу, peC(R+; R+) и 

ь 
11m -Ua(t ,p)d/=- lim Ш - « 0 . 

р_,.+ оо Р J P-*+w Р 
а 

Пусть, кроме того, задача 
dx —-*=P(t)x, t(x) = 0 it 
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имеет только нулевое решение. Тогда задача (2.1), (2.2) разре
шима. 

Опираясь на теорему 2.3, легко покажем, что справедлива 
следующая 

Т е о р е м а 2.4. Пусть на множестве [a, b]xR" соблюдается 
условие 

\f(t, x)-f(t, y)~-P0(t)(x~y)\^Q(t)\x-y\, 
а в пространстве С ([a, b]; R") — условие 

\h(x)~h(y)—l(x—y)\^l0(x—y), 
где 1:С([а, Ь]; R"){to}Rn и i-,:C([a, b]; Rn){to}R+

n — соответствен
но линейный и положительно-однородный непрерывные опера-
торы, Яо—-('[а, Щ; RnXn), Q6L(l[a, 6]; R+"Xn) и задача (2.27) 
имеет только нулевое решение. Тогда задача (2.1), (2.2) одно
значно разрешима. 

§ 3. КОРРЕКТНОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

В этом параграфе, как и в предыдущем, будет рассмотрена 
нелинейная краевая задача 

-5Г = / ( - • • * ) • (3-1) 
ед=о, (3.2) 

где Щ([a, b]XR"; Rn)> a h:C([a,b]; R"){to}R™ — непрерывный 
оператор. 

Для любых x°eC(i[a, b]; R") и r6]0, +oo\[ через U(x°; r) 
обозначим открытый шар радиуса г пространства С([а, &J; Rn) 
с центром в х°, а через D(x°; г) —множество тех x6R", которые 
удовлетворяют условию mm {||x—x0(T)|| : a{le}~r{le}b}<r. 

Под M([a, b]XR+; R+) мы будем подразумевать • множество 
функций &вК,([а, b]xR+ ; R+), не убывающих по второму аргу
менту и удовлетворяющих условию со (^ 0) =0 при a<t<b. 

Пусть х°— решение задачи (3.1), (3.2), а г — положитель
ное число. Введем следующие .определения.. 

О п р е д е л е н и е ЗЛ. х° называется сильно изолированным 
в'радиусе г, если существуют Р£К([а, 6]xRn ; R"*"), q&K{[a, b]X 
XRn ; R"), линейный непрерывный оператор l:C([a,b]; R"){to} 
{to}R™, положительно-однородный непрерывный оператор 
/0: С {[a, b}\ R"){to}R+

n и непрерывный оператор Т: С ([a, b]\ R"){to} 
->R" такие, что 

а) при a<.t<b, ||х—-хй(£)\\<.г соблюдается равенство 
f(t, x) = P (t, x)x-\~q{t, х), а на множестве U(x°;r) — равенство 
h(x) = l (x)-\-l(x); 
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б) функции a(t, p)=-=max{||y(t,x)||:||A:||<p} и Р(р)--= 
= sup {|| [ |7 (x) | — i0 (x)]+ II: I I x II с< p} удовлетворяют условиям 

ь 
lim 

p-*-\-ca 
}S«(^,P) d/=-=0, lim 

p-h-1-CO 

i(P) - 0 ; 

в) задача 
~=P(t,x)x-\-q(t,x), (3.3) 

(3.4) 

при a<t<,b, 
задача 

lie имеет решения, отличного от х°; 
г) матричная функция Р удовлетворяет условию Опяля от

носительно пары (/, /-)• 
Определение 3.2. Задача (3.1), (3.2) называется (x~; 

г) —корректной, если для любых её]0, г[ и &Ш{[а, b]XR+\ 
R+) найдется положительное число 6 такое, что, каковы бы ни 
были вектор-функция ц£К([а, b]XRn; Rn) и непрерывный опе
ратор у : С ('[а, Щ; Rn)-*-Rn, удовлетворяющие неравенствам 

T]( t ,x )d t < б , ||Tl(i, x) — V)(t, y)\\<£(i)(t, | | x — y\\) 

x и уф (xo; r), ||y(x)||<6 при ^eU(x°; r), 

— — / ( t , JC) + Tl(i,JC), 

h(x) + y(x)=0 
имеет хотя бы одно решение, содержащееся в U(x°; r), причем 
каждое такое решение принадлежит и шару U(x°; &). 

О п р е д е л е н и е 3.3. Задача (3.1), (3.2) называется кор
ректной, если она имеет единственное решение х° и ДЛЯ лю
бого г>0 является (x°; r) — корректной. 

Теорема 3.1. Если задача (3.1), (3.2) имеет решение x°, 
сильно изолированное в радиусе г>0, то она является (x°; r) — 
корректной. * 

Для доказательства этой теоремы нам понадобится следую
щая лемма, являющаяся простой модификацией теоремы Крас
носельского—Крейна о переходе к пределу под знаком интегра
ла ,[38]. 

Лемма 3.1. Пусть а,еМ{[а, b]XR+; R+), DczRn, ym:,[a, 6]{to} 
{to}D {m—\, 2,...)—равностепенно непрерывная последователь
ность вектор-функций, ч\твК(>[а, 6]XD; R"), 

lh/»(-- x) — r\m(t, i/)||<;co(t, || л: — г/1|) при a<t<b, x и уф 
(да = 1,2, . . .) (3.5) 
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t 

lim J r\m(x, x ) d t = 0 равномерно на [a,6]X-D. (3.6> 
Ш-1-+"---

Тогда 

lim T]m(r, ym(r))dn;-=0 равномерно на fa, b]. (3.7> 
•П->--1--0 д 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

«,„=-= sup J 11m (t, x) dT : a < s < t < й, x£D 

pm==raax 

Согласно (3.6) 

i 

J *|« (t, уд (т)) dt \a<.t<b 

llffl a m = 0 . 
ffJ-S—(-00 

Наша цель—доказать, что 
lim ^—О. 

/И-+-+оо 

(3.8) 

(3.9) 

Для произвольно заданного е > 0 подберем б > 0 таким образом,. 
чтЪбы 

и 

j со (t, б) dt < е. (3.10) 

Ввиду равностепенной непрерывности (t/m),t=i найдется б0>О 
|такое, что 
\\УтЦ)~Ут(?)\\<Ь- п р и a<t.T<b, | t — Т | < б 0 ( W = 1 , 2 , . . . ) . 

Пусть к — целая часть числа - — , ^•-=a+i60 и ym(t)=y (^) при 
t i < t < t i + i (i=-0, . . . , k ) . Тогда" 

\\y,n(t)-ym(i)\\<S при a<t<6 (/re-=l,2, . . . ) 

Г 

<(k+l)(xOT при a<.t<b (/W----1, 2 , — ) . 

Применяя наряду с этими оценками и условие (3.5), находим 
t t 

J Г\т C-. Й» (*)) dX < j || t]m (t, t/m (t)) - T]m (t, t/.„ (T)) jl <*t + 
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+ ' t ь 
JП™С*.]/,»СО)-*- < fw( t , 6)dt + (k + l ) a m < s + (^+1)am 
a a 

при a<t<b (m = \, 2, ...). 
'О ледовательно, •(:.„- < e -J- (k + 1) am (/re — Г 2, . . . ) . Отсюда ввиду 
(3.8) и произвольности s вытекает равенство (3.9). Лемма дока
зана. 

Замечание 3.1. Если множество D ограничено и соблю
дается условие (3.5), то для выполнения (3,6) необходимо и 

t 
достаточно, чтобы при любом x(*D имели бы Urn rjm(t, x)d%= 
= 0 равномерно на [а, Ь\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.1. Отметим прежде 
всего, что ниже под Р, q, I, 10, 7, а и (3 будем подразумевать 
отображения, фигурирующие в определении 3.1. 

Допустим, что теорема неверна. Тогда найдутся гЩО, г[, 
а>Ш([а, 6JXR+; R+), последовательность вектор—функций !r\m&K([a, 6]XR"; Rn) (m — Г 2, . . . ) и последовательность не
прерывных операторов ут:С([а, b]; R"){to}Rn (m=l, 2 , . . . ) та
кие, что 

J *1« (f. x) dx < \i)m(t, x) — r\m(t, y)\\*£(n(t, ||x — у||) 

при a<t<b, x и yQD (x«; r) (m=\, 2, . . . ) , 

Ут(х)\\<— при x6U(x°; r) (/» = !, 2,...) 
(З.И) 
(3.12) 

m 
и при любом натуральном т задача 

^•=P(t, x)x-\-q(t, x)+r]m(t, x), 

l(x) + l(x) + ym(x) = 0 
либо не имеет решения, принадлежащего шару U(x°; r), либо 
имеет хотя бы одно решение, содержащееся в U(x°; r)\U(x-;e). 

Пусть 
Х(*.*) = 

х при ||x —x-(t)||<r 
*"(-)+ ||;r-.£.,(OII (Х~Х°№) ПРИ l lx-x°(0ll>/- ( З Л З ) 

%(x)(t) = %(t,x(t)). 
В силу теоремы 2.1 при любом т задача 
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dx ~f = P (t, x)x + q (t, x) + y]m(t, %(t, x)), 

/(*) + ?(*)+ Y^X (*»---• 0 
разрешима. Из вышесказанного очевидно, что она имеет реше
ние хт, удовлетворяющее неравенству 

Положим 
Хт — Х°\\с>&. (3.14) 

ym(t) = %(t,xm(t)) 
и 

6m--=max jчт(t> x°(t))dt : a<s<t<l 
s 

Ввиду (3.11), (3.13) и леммы 3,1 

J 1W(t> l/m (T)) ^ < jco(t, r)dt-[-6„, при a<s<t<b 
s s 

(яг — 1,2, . . . ) (3.15) 
и 

Mm 6„—0. (3.16) 
m-c+oe 

С другой стороны, согласно лемме 2.1 существует положитель
ное число ро такое, что 

ъ-

(/»=-= 1, 2, . . . ) , I|^m||c<p0 

где 

£m=max 

H\\xm\\c) + fja(t,\\xm\\c)dt + i;„ 

§Чт(*, ym(x))dx : a<t<b\-^-~. 

Отсюда ввиду (3.15), (3.16) и условия б) определения 3.1 
вытекает, что 

р-= sup{||.xm||c: m = l, 2, . . . } < + -о. 
C учетом последнего неравенства и оценок (3.15) находим 

t 

\\xm(t) — xm(s)\\< j i | )( t)dt+6m при aKs<t<b (/71=--1,2,...), 
.у 

где a|)(t) = pimax{||P(t, x)||: | |x| |<pi} + a(.<, pi) + co(t,r). При
нимая теперь во внимание условие (3.16), убедимся в равносте
пенной непрерывности последовательности (.x,n)mSi. Очевидно, что 
вместе с ней равностепенно непрерывной является и последова-
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тельность 0/m)m=i. Поэтому в силу леммы 3.1 соблюдается усло
вие (3.7). С другой стороны, ввиду (3.12) 

„ Hm Ym(i/m) = 0. (3.17) 
m-»-4-o-

Не ограничивая общности последовательность (xm)m=i можем 
считать равномерно сходящейся. Согласно (3.7) и (3.17) 

х*(t)=* \lm xm(t) 
m-*-|-co 

является решением задачи (3.3), (3.4). Кроме того, из (3.14) 
имеем 

llx*—x°||o>e. 
Ho это невозможно, так как согласно условию в) определения 
3.1 упомянутая задача не имеет отличного от х° решения. По
лученное противоречие доказывает теорему. 

Применяя лемму 2.1, легко убедимся, что из теоремы 3.1 
вытекает 

С л е д с т в и е 3.1. Пусть соблюдаются условия одной из 
теорем 2.1—2.3. Тогда однозначная разрешимость задачи (3.1), 
(3.2) гарантирует ее корректность. 

С л е д с т в и е 3.2. Если соблюдаются условия.теоремы 2.4, 
то задача (3.1), (3.2) является корректной. 

С л е д с т в и е 3.3. Пусть h(x)=x(t0)—g(x), tQG[a, b], мно
жество 

G = {g(x):x6C(.[a,b];R»)} 

ограничено и для любого сб(?, где О — замыкание G, каждое 
решение дифференциальной системы (3.1), удовлетворяющее 
начальному условию 

х(/0)=с, (3.18) 
может быть продолжено на весь отрезок [а, Ь]. Тогда одно
значная разрешимость задачи (3.1) ,(3.2) гарантирует ее кор
ректность. 

Д ока з а т е л ь с т в о . Нетрудно показать существование та
кого положительного числа ро, что при любом cGG каждое ре
шение задачи (3.1), (3.18) принадлежит шару £/(0; р0) (см. 
[27], доказательство леммы 4.2). 

Допустим теперь, что задача (ЗЛ), (3.2) имеет единствен
ное решение л;0. Согласно теореме 3.1, для доказательства след
ствия достаточно установить, что х° является сильно изолиро
ванным в радиусе г при любом г>ро. Положим 

•P(t,x)~0,q(t,x)=f(t,%(t,x)), 
l(x)=x(tu), l0(x)=0, l(x)=—g(x), 

где х — функция, заданная равенством (3.13). Очевидно, что 
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выполнены условия а), б), и г) определения ЗЛ. С другой сто
роны, ввиду выбора р0, любое решение задачи (3.3), (3.4) при
надлежит шару U(0; р0) и поэтому оно одновременно является 
и решением задачи (3.1), (3-2). Но последняя задача не имеет 
отличного от х° решения. Следовательно, выполнено и условие 
в) определения 3.1, т. е. х° является сильно изолированным в 
радиусе г. Следствие доказано. 

При g (л:) = const из доказанного предложения получается 
С л е д с т в и е 3.4 (см. [38, 39]). Пусть Ща, b], c&Rn и 

система (3.1) имеет единственное определенное на сегменте 
\{а, Ь] решение, удовлетворяющее начальному условию (3.18). 
Тогда задача (3.1), (3.18) корректна. 

С л е д с т в и е 3.5. Пусть существуют решение х° задачи 
(3.1), (3.2) и положительное число г такие, что 

\f(t, x)-f(t, x°(t))-P(t)(x-X°(t))\^Q(t)\x-x?(t) | 
при a<t<b, \\x—x°(t)\\<r (3.19) 

и 
|h(x) — /(x—x-)|<P(|x—xo|) ПрИ X£U(x°;r), (3.20) 

где l:C({a,b]; R"){to}R" и 1*:С([а,Ь]\ R+)-»-R+—соответственно 
линейный и положительно-однородный, не убывающий непрерыв
ные операторы, P{in}L([a, b]; R"x"), Qe_ ([«, <->]; R+x") и задача 

\x'(t)~P(t)x(t)\<Q{t)\x{t)\, | i(x)|<.r*( |xl) (3.21) 
имеет только нулевое решение. Тогда задача (3.1), (3.2) являет
ся (.х-; г)—корректной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим 
P(t,x) = P(t), q(t,x) = f(t,%(t,x))~P(t)%(t,x), 

T{x)~k(x(x))-t(%(x)), k И - О, 
где % — функция, заданная равенством (3.13) и %(x)(0 — 
= %{t, x(t)). Тогда ясно, что соблюдаются условия а), б) и г) 
определения 3.1. Согласно теореме 3.1 нам остается показать, 
что соблюдается и условие в). Пусть х-~произвольное решение 
задачи (3.3), (3.4). Положим 

x(t)^=x{t) — x°(t). 
Поскольку |%(t, x (t)) — xo{t) | < | x ( t ) | при a<t<b и оператор 
/* не убывает, из (3.19) и (3.20) вытекает, что х является 
решением'задачи (3.21). Но по нашему допущению послед
няя имеет только нулевое решение. Таким образом, задача 
(3.3), (3.4) не имеет отличного от х° решения. Следствие 
доказано. 
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Следствие 3.6. Пусть компоненты, вектор-функции f име
ют частные производные по последним п переменным, принад
лежащие классу КЦ[а, Щ XRn; R), и существует решение х° за
дачи (3.1), (3.2) такое, что оператор h имеет производную Фре-
ше / в точке х° и задача 

~=F(t,x°(t))x, 1{х) = 0, (3.22) 

df(tx) 
где F(t, л-)-=---------—- имеет только нулевое решение. Тогда 
при достаточно малом г задача (3.1), (3.2) является (x°; г) — 
корректной. 

Доказательство . Пусть 
P(t)=F(t,x°(t)). 

Согласно теореме 1.2 однозначная разрешимость задачи (3.22) 
гарантирует существование такого положительного числа б, 
что задача (3.21) не имеет ненулевого решения, если ТОЛЬКО 

/*(И)-=а|И|с , (3.23) 
ь 

аб/?+. QeL([a,b];£>lxn), | | а | |<в. §\\Q(t)\\dt<8.-
а 

Подберем число г > 0 таким образом, чтобы 

\\Ь(х)—1(х—хо)\\<-^\\х—хО\\с ПрИ XQU(x°;r) (3.24) 
и 

ь 

а 

где 
g(t)=max{\\F(t,x)-P(t)\\:\\x-xHt)\\<r}. . 

Из представления 

f (t, x)~f (t, x*(t)) = §F(t, sx + (l — s)xo(t))ds (x—x°(t)) 
0 

и условия (3.24) вытекают неравенства (3.19) и (3.20), где 
/*—-оператор, заданный равенством (3.23), a Q(t) и а—лXга-
матрица и и-мерный вектор, компоненты которых соответственно 
равны q(t) и —. C другой стороны, согласно выбору Q и i* 
задача (3.21) имеет ТОЛЬКО нулевое решение. Таким образом, 
выполнены все условия следствия 3.5, что гарантирует (x-; г)-— 
корректность задачи (3.1), (3.2). 
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Глава 2 
МНОГОТОЧЕЧНЫЕ ЗАДАЧИ 

§ 4. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

В £ этой главе рассматриваются краевые задачи вида 
—-*=/ , • (* , xi,...,x..) (i — l,...,/z), (4.1) 

x/ (ti) — Vi (*... • • •, x-) (i = 1> • • • 1 n), (4.2) 
где - oo < a < & < + с о . ^б[а, b], 

f&K{[a, b\ x R"; R) (i = 1, - . . , n), 
a --Pi:С ([a, 6]; Rn){to}R(i==-l, . . .,n) —непрерывные функционалы. ™ 

ДЛЯ дальнейшего удобно ввести следующее 
О п р е д е л е н и е 4.1. Скажем, что пара ((Pik)n

lik=,x\ (%i)?^i)> 
состоящая из матричной функции (pi*)" *=i6L ([a, b\\ R"x") и по
ложительно-однородного непрерывного неубывающего оператора 
(%i)?~i'-C ([a, b\\ R+){to}R+, принадлежит множеству U(tb ..., t„), 
если 

Pin{t)>0 при a<t<b, i=/=k 
и задача 

п 

x'^t)sign(t-tiX^PaityXbit) (i = l,...,n), (4.3) 

xL{tl)<%l{\xx\,...,\xn\) (i = l /i) (4.4) 
не имеет ненулевого неотрицательного решения. 

4.1 Признаки разрешимости. 
Теорема 4.1. Для разрешимости задачи (4.1), (4.2) необхо-

димо и достаточно существование вектор-функций «/—(а^)" ,6 
gC ([a, b]; R»)(k = l, 2) таких, что 

a1[(t)<a2(.<) при a<t<b, (4.5) 
< — 1)* [ft (-•. -*i> •• • >>i-i> a w W» xi+i> •••«••««) — « « ( 0 1 s J g n (- — t i ) < 0 

при a<t<b, a1(t)<(xj)^1<a2(t) (i = l, ..., щ А = 1,2) (4.6) 
и на множестве {(xy)"=ieC ([a, b\\ Rn):ay(t)<{xj{t))%l<ai{t) 
при a<t<b} соблюдаются неравенства 

au(t1)<b(Xi,...,x^«x3l(ti)(i^l,...,n), (4.7) 
Т е о р е м а 4.2. Пусть на fa, <5]XR" и на С ([a, b]; R") соот

ветственно соблюдаются неравенства 
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f,(i, xi, . . . ,ля) sign [(t—t,) .«,].< 
n 

<y2iPik{i)\xk\ + q{t) (i*=\,...,n) (4.8)) 
ft.=l-

|9 i(x1,.,.,x„)J<?0/( |x1 | , . . . , | ^ | ) + 7 (i = 1,...,«), (4.9) 
где <?6L([a. ft]; RJ, 76./?+ и 

(to*)f>A-i; M - i J W - i . ••••'«)• (4.io> 
Тогда задача (4.1), (4.2) разрешима. 

Следствие 4.1. Пусть на [a,6]XR* соблюдаются нера
венства (4.8), а на С ([a, b\; Rre) —неравенства 

п 

|Ф2(х-, ...,^„)|<2--i*ll-«*lliv + Y (i = l.-..,«), 

где р1к&?([а, Ь\\ RJ, tlkeR+ (i, A-=l, . . . , я), 1 < ц < + оо,. 
— | = 1 , <ygR+ И собственные значения матрицы 

1 2 

^ ~ Л + [ — ^ ] 1 ы и ],.*.! (4.и> 
по модулю меньше единицы. Тогда задача (4.1), (4.2) разрешима. 

Следствие 4.2. Пусть на [a, b]XRn и на C([a,6]XRrt) 
соответственно соблюдаются неравенства 

п 

fl(t,xv..,,xn)sign[(t-t1)xi}<^pik\x!i\-\-q(t) (i=-1,...,n) 
и 

| f i(x1 1 . . . ,x„) |<|x(5 i) |+y (i=-l,...,/Z), 
где s&[a, b], st"£ti, pu<0 (i=~l,...,n), pt£R+npn't=£k, yGR+ 
и действительные части собственных значений матрицы (Рт)'\ h=x 
отрицательны. Тогда задача (4.1), (4.2) разрешима. 

4.2. Единственность и корректность. 
Теорема 4.3. Пусть на [а, 6]XR" и на C([a,6];R") соот

ветственно соблюдаются неравенства 
[ft (U xv..., xa) — ft (t, Уи. .., yn)] sign [(t-ti) (xi -г/Л] < 

n 

< 2 Л* (').•**—0*1 {i = \,...,ri) (4.12) 
k-=\ 

И 

\<Vl{xu...,x^ — <9l(yu...,yn)\<%i{\xl — yl\,...,\xtl-yn\) (4-13)-
(i = l , . . . ,n), 
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где pih и фо. (t, k — l,..., «) удовлетворяют условию (4.10). 
Тогда задача (4.1), (4.2) имеет одно и только одно решение. 

З а м е ч а н и е 4. 1. Пусть ср-. : С ([a, b]; R+"){to}R+ (i= 
— 1, . . . , п) — линейные непрерывные функционалы, p.&6L ({а, Ь]; 
R+) при [Ф-k, рцбЬ([а,Ь]; R) (г, k = 1 , . . . , n), но нарушается 
условие (4.10). Тогда найдутся удовлетворяющие Неравенствам 
(4.12) и (4.13) функции /{б7С([а, b]XRn; R) (i--=l л) и 
•функционалы ср. :C{[a,b]; Rn){to}R (i=l, .. ., п), для которых 
задача (4.1), (4.2) не имеет решения (см. § 6). 

Следствие 4.3. Пусть на [a, b]xRn соблюдаются неравен
ства (4.12), а на С([а, b]; R") — неравенства 

п 

}(Pi(Xi,...,xn)-<f>l(y1,...,yn)\<'2ilik\\xk — yk\\ (i = l,...,n), 

где рпе^([а, b]; RJ, iift6R+ (г, £--=1,.. .,п), 1<р.< + оо, 
1 2 — 1 - - = 1 и собственные значения матрицы (4.11) по модулю 

меньше единицы. Тогда задача (4.1), (4.2) имеет одно и только 
одно решение. 

Следствие 4Л. Пусть ^6[ — 1 . 1]. ySR, ste[a, b], s^tt 
(i=-1,...,«), на [a, b]XRn соблюдаются неравенства 

[fi (t, xx,..., xn) — fi (t, yu..., yn)\ sign [(if — tt) (Xi — yt)] < 
n 

<2л*1.**~~Ы (г' = 1..,..,«), 
й=-1 

где рц<0 (i = 1,.. .,ri), P111GR4. при £ =7-= ̂  и действительные части 
•собственных значений матрицы (Лд)^_- отрицательны. Тогда си
стема (4.1) имеет одно и только одно решение, удовлетворяю
щее краевым условиям 

Xi(ti) =ХгХ{(^)+yt (i=l,...,n). (4.14) 
Теорема 4.4. В условиях теоремы 4.2 однозначная разре

шимость задачи .(4.1), (4.2) гарантирует ее корректность. 
Следствие 4.5. Если соблюдаются условия теоремы 4.3, 

то задача (4.1), (4.2) является корректной. 
4.3. Об одном методе построения решения. В качестве 

нулевого приближения к решению задачи (4.1), (4.2) возьмем про
извольную вектор-функцию (ХюУ^ВС ([a, b];R"). Если (т — 1)-ое 
приближение {xinu_i),l

ir=l построено, то за /ге-ое приближение 
(xim)JLi примем вектор-функцию, г-ая компонента которой яв
ляется решением следующей задачи Коши 

•••,xnm_x{f)), (4.15) 
' Xim(ti) = q>i(Xlrn_b...,Xnm_1). (4.16) 
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Т е о р е м а 4.5. Пусть соблюдаются условия теоремы 4.3. 
Тогда для любой (xio)?=i6G([a, b]; R4) найдется единственная 
последовательность (xim)f=16C([a, b]; /?") (от-=.1,2, . . . ) такая, 
что при каждом натуральном т и i6{1> . . . , /г) функция xim 
является решением задачи (4.15), (4.16) и 

я 

2 Ixi(0 —xim(0|<-ro6m щша<1.<:£ (яг-=-1,2, . . . ) , (4.17} 

где ( j c ^ j — решение задачи (4.1), (4.2), а л 0 > 0 и бб]0, 1[—не 
зависящие от т числа. 

§ 5. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

5.1. Леммы об априорных оценках. 
Лемма 5.1. Пусть 

( Ы ? , ^ ; (4W?_,)ec/(*i, . . . , *„ ) . (5.1} 
Тогда существует положительное число р такое, что для любых 
qGL([a,b\; R+) и Y6/?+ каждое решение задачи 

*;(*) sign [(*—*,) *£(*)]< 

п 

2 Л* ЮI •*-(') I + ? W ( -= - • - . • • • . я). (5.2) 
Й - = 1 

|JCi({cdot}**)|<;-Poi(|J--i|. . . . , |Jc«|) + Y ( f — 1 , . . . , « ) (5 .3 ) 
д о п у с к а е т о ц е н к у 

П Г 6 

2Н^И-<Р V+!?(*)# • (5.4) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

g-(x) = (|xi(^)!-cPoi(|x1 | , . . . . l ^ l ) ) " , . ! . 
a S - множество всех матричных функций А---(^А)'/4=16 
6L([a> b}\ R"X"), удовлетворяющих условиям 

««(0=*Л*(^)-16П(- '—-i) (- = -, • • • , « ) 
н • ' 

I<-!*•(<)I<.?»(•-) при a<t<b, i*£k. 

Согласно условию (5.1) задача (2.3) не имеет ненулевого реша-
вдя, если только A6S. Поскольку S удовлетворяет также 
условиям б) и в) леммы 2.1, существует положительно.* число ро 
такое, что 
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|у|к<ро [g(y)l\\ + ]\\y'(t)-A(t)y(t)\\dt (5.5} 

при любых уеС([а, b\, Rn) и AQS. 
Пусть (x-O^j — решение задачи (5.2), (5.3). Для каждого 

iG{1> ...,п} через yt обозначим решение задачи Коши 

#И')==М*)М-)- 2 Pik(t)\xu(t)\ + q{t) sign(t — t,), 

yi(tt)=\Mti)\-
Легко видеть, что 

I хг (t) | < уi (t) при a < t < b (i = l, . . . , n) (5.6), 
и вектор-функция y==(y.)f=1 является решением дифференциаль
ной системы 

У (t)^A(t)y(i) + {^{t)q{t))4=v (5.7) 
удовлетворяющим условию 

Ш(У)М<Г1Ъ (5.8> 
где A(t) = (airi(t))?Ji=v aift(t)--=^i(t)Pift(t) при i-^A, ат|,:[а, b\-> 
"*"[—-> -] ,(' —1> •--> n)—измеримые функции. С другой сто
роны, A G5 и,, следовательно, справедливо неравенство (5.5). 
Ввиду (5.6)— (5.8) из (5.5) вытекает оценка (5.4), где р = % . 
Лемма доказана. 

Лемма 5.2. Пусть соблюдается условие (5.1). Тогда най
дется такое ЧИСЛО 66J0, 1:[, что 

{(Pik)l*-i; (%i)U)&u(tu ...,tn), (s.9) 
где 

Л*(0"--=§• Л*(0 пРи •*¥••*. Pu(t)^Pu(t), 

%i (Ун • • •. &) = { %i (Уъ . • •, #-)• (5.10) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Подберем положительное число р 

таким образом, чтобы было верно заключение леммы 5.1. Пусть 
п п п. 

?о(*)-=2 2 Л*(0- Yo-.S'oiCl. •-•>-), 
бб]0, 1[—число, удовлетворяющее неравенству 

ь 
1 — £ 

< 2 ' (5.11) 

а Pik и ^oi (г, k = l, . . . , я) — функции и функционалы, заданные 
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равенствами (5.10). Рассмотрим произвольное неотрицательно > 
решение (x^Li задачи 

JC; (:̂ ) sign (f — <i) -{le} 2 .Pi * О x * (*> (' = -••••• '*)> (S-12) 
6=1 

xi(*i)<CP0i(*l. ...,Xn) (i = l , . . . , Я ) , (5.13) 
Очевидно, что оно является и решением задачи (5.2), (5.3), где 

Согласно выбору р справедлива оценка (5.4), из которой ввиду 
(5.11) находим 

л л 

2ii-*iiic<-r-2n*iiic 
1 - Х 1 = 1 

и, следовательно, x/ (t) === 0 (t == 1, . . . , п). Лемма доказана. 
Лемма 5.3. Пусть соблюдается условие (5.1). Тогда суще

ствуют числа рб]0, + оо[ и 6-SjO, l[ такие, что для произвольной 
(yiO)f=i6C ([a, b\\ R'\) и любых последовательностей ymQR+, 
(yimYUeC ([а, Ь\\ R'+), gmel{[a, b}\ R,) (яг = 1, 2, . . . ) , удовлет
воряющих при каждом натуральном т неравенствам 

y'tm(iysiga(t-tl)<'pli(t)ytm(t) + 
п 

+ 2 Pit (0 Уш~1 (*) +'?« (t) при а < t < b (i = 1, . . . , л) (5.14) 
И 

Уш (ti) < %i (Уы-п • • • > %m_i) + 7m (t = 1, • . . , я), (5.15) 
справедливы оценки 

л Г т / b • \ n 

2II Уш 11с < Р 2 S"rt Y*+ j ?* (0 Л +в~ 2II У» Ik 
(..-. = 1,2, . . . .). (5.16) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 5.2 существует число 
<5б]0, 1[ такое, что функции и функционалы р1к и Ф0/ {i, k = 
= 1, . . . , /г) , заданные равенствами (5.10), удовлетворяют усло
вию (5.9). 

Для каждого 1в{1,...,Щ на множестве С ([а, Ь\; Щ) введем 
оператор 

hi (21,..., zn) {t) = %t (zu ...,- z„) exp j" ai (t) d t + 
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+ j exp j at (s) ds 2 Л* (r)2* (*) rft 

где ^(*).----/^(0 sign (*•—*,). Пусть 

•Sio(-f)-----1 (i ==' 1, . . . , « ) , n="2'^lexpn\pu{t)\dtl 

а (zim)"=i (/№•— li 2, . . . )— последовательность вектор-функций, 
заданных равенствами 

2im (0 = *i (^lm-l- • • • - *B«-l) (О + ч 
(i = 1, . . „ " ; m = l ,2 , . . . ) . (5.17) 

Легко видеть, что 
1<Zm-i(t)<Zm(t) при a<t<b (i = l,...,n; m = \, %...). 

Следовательно, 

.-2 
.-=1. 

-ш \с (/и-=1,2,...) 

является неубывающей последовательностью положительных чисел. 
Покажем, что 

>= Нт рт< + со 
7В-»-)-со 

(5.18) 

Допустим противное, т. е. что рт->- + оо при да->+оо, и по
ложим Xlm(t)=* — Zim(t), Xm(t) = hl(xlm,b...,Xnm.i)(t), Пт = ~-
Тогда 

(5.19) 

(5.20) 

Нт т]т—О, 
/H-J-+00 

2 l l x m | | c — l (m-1,2,...), 
i = i 

а последовательность вектор-функций (xim)7U (m= 1, 2,. . .) яв
ляется равномерно ограниченной и равностепенно непрерывной. 
Поэтому 

lira supXjm(t) = xi(t) равномерно на [a, b] (i = l,.. .,/г), (5.21) 

где (x^iLiGC ([a, b\, R"), С другой стороны, из (5.17) находим 
.xim(^)<xim(f) + rim при a<t<b (i = l,...,n; т=\,2,...) 

и 
xlm{t)^hi (•^lm-l+'flm-b . • • ' xnm-1 + 11m-l) ( t) 

при a<t<& (i -= 1, -. .,n; m-=T, 2, . . . ) . 
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Из этих неравенств ввиду (5.19)—(5.21) вытекает, что 
л 

Hiiuiioi 
и 

^с{у)<#1 (t) при a<t<& (i = l , . . . ,«), 
где 

л,(f)=hi(xv . . . ,xn)(t) (i = 1,...,n). 
Поэтому 

n 

n 

< 2 Ptk{i)Xk{t) при a<t<b. (i = l , . . .,ra) 
JW,A-1 

И 
xi (ti)-=$oi (xi,•.., x n ) < 9 0 i (x i , . . . , x„) (i = 1 , . . . , n). 

Следовательно, (xi)f=1 является ненулевым неотрицательным ре
шением задачи (5.12), (5.13). Но это противоречит условию (5.9). 
Полученное противоречие доказывает справедливость неравенст
ва (5.18). 

Пусть 
л 

Ы?=1ес([а, b];R$, &---2IIholloa 
а ym6R+, (t/im)Li€C ([a, b\\ R% qmeL (\a, b]; /?+) (m= 1, 2 , . . . ) -
произвольные последовательности, удовлетворяющие при каж
дом т неравенствам (5.14) и (5.15). Положим 

т I Ъ \ л 

Sm-26"1"* ^ + J^(0d" +6"» 2 11̂0 II С' 
А—Г \ а } i=l 

Ы О - i . ^ ( - ) = - £ г - - - (i- . i , . . . , f t) . 
С учетом неравенств 

Ът> 6Sm_I. &» > Т/я- £m > j ? т ( 0 -# (/»-=-1, 2, . . . ) 
а 

из (5.14) и (5.15) находим 

Уш(*)<Ъ(У1т-ъ • ...yiim-i)(<) +Л(•-•=*-» •••»«; «=- - • 2, . . . ) . 
Ввиду (5.17) отсюда получим 
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yim(i)<Zm(t) при a<t<£>(i--=1, . . . , я ; /re =-= 1, 2 . •.) 

^\\Ут\\с<^\\г1т\\с = рт<9 (да —1,2, . . . ) . 
i - 1 г — l 

Следовательно, справедливы оценки (5.16). Поскольку р не за
висит от (#Д"_-., эти оценки будут иметь место и в том случае» 
когда yl0(t)=O (i==1,.. .,/г). Лемма доказана. 

5.2. О множестве U(t\, ...,tn). 
Л е м м а 5.4. Пусть 

п 

<P0.(xi, ...t-Жя)-—2'i*II**||£v. •*«€/?+. Pits!? ([a, b]\ R+) '. 
ft-i 

(i, k - = 1 , . . . , / г ) , 
1 2 

1 <{mu}<-j-oo,—|—=1 и собственные значения матрицы 

A = [{b-aYlik+^^]v\\plk\\L, 
i, k=\ 

по модулю меньше единицы. Тогда соблюдается условие (5.1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (xi)".,,., — произвольное неотрица

тельное решение задачи (4.3), (4.4). Тогда 

xi(o<2^ftiix 
* - 1 

A l L - V -

п t 

+ 2 lpih{t)xk(x)dx 
k—\ t, 

при a<t<b (i = l,.. .,n). 

Отсюда согласно неравенствам Минковского и Гельдера вытекает, 
что 

1 п 

|xi||£v<(6~a)v2^ll-*HU + 
ft-i 

• * t 

+2IIA*IU I ji^wi2^ 
A - i . « '< 

dt (j==l, . . . , n ) . 

C другой стороны, в силу неравенства Виртингера ([62], с. 409) 

ь t 
\ j.**(*)!-<*е 
A t, 

dt <[-i—!W 
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Поэтому 
( E - A ) r < 0 , (5.21) 

где .»"—(H-xjIÎ /Li) а E —единичная матрица. Поскольку собст
венные значения матрицы А по модулю меньше единицы, из 
последнего неравенства вытекает, что г—0. Следовательно, за
дача (4.3), (4.4) не имеет ненулевого неотрицательного реше
ния. Лемма доказана. 

Лемма 5.5, Пусть 
Ф0. (xi, ...,xn)=Xi(Si), s{cdot}G[a, b], stФtt (i — 1, . . . ,n), 

plk(t)=plk=const, рц<0, pik>0 при i=f=k и действительные 
части собственных значений матрицы \Piu\n

i>k=x отрицательны. 
Тогда соблюдается условие (5.1). ' • • - " • • . • • 

Доказательство . Положим 

0ii-0- --.*=-j^fr при г 7-= k и A-=(aift)fift=r 

Из ограничений, наложенных на матрицу (Pni)fikaV следует, что 
собственные значения матрицы А по модулю меньше единицы. 

Пусть (x/)f=1 — произвольное неотрицательное решение задачи 
(4.3), (4.4). Тогда 

xi (0 <6, (t) Xi(Si) + (l-6 i(t))2--i*ll"c* Ik ПРИ a<t<b 

(l=\, ...,n), 
где 8i(t) — exp(pit \t—-ti\). Поскольку s^tt, отсюда находим 

и 

Xi(s^<2--.* II •** Ik (*=-> •••.«) 

.'И • 

| | x i | k < 2 ^ l l ^ l k (*-=•-. •••>/!). 

Следовательно, вектор r=(\\Xi \\c)'l=i удовлетворяет неравенст
ву (6.21), из которого получаем г--=0, т.е. л,Дг.)==0 (i — l, . . . 
-..., ft). Лемма доказана. 

§ 6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4.Г Необходимость очевид
на, ибо если (xi)Li является решением задачи (4.1), (4.2), то 
для вектор-функций al(t) = a2(t) = (Xi (/))'/-=i соблюдаются усло
вия (4.5) —(4.7). 
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Докажем достаточность. Для любого ig{1 , . , . , / г} положим 
(au(t) при s<au(t) 

%t(t,s)=*<s при au(t)<s<.a2l(t), 
(a2i (t) при s > a2i (t) 

fi(t,Xu ..., *„) — / . (* . X^t, x.), , .., %a(t,X^) 
и 

% (л-i, . . . , xn) = Ф, (х-, (xO. . • •. Хя М -
Тогда на [а, 6] X R" соблюдается неравенство 

га 

2i/i0.-*i> ...>x„)j<^(t). 
где 

f n 
^(0 — raax12 |/i(*.-*i, ••., x;I)|:a1(0<(x;)"-=i<a2(t) 

u»=1 
и <7GL([a, b}\ R+). С другой стороны, ввиду (4.7) на С ([a, b]; R") 
имеем 

«и to) <^ i (xi. • • • • x«)<«2i (*У (г — l. .•... n). 
Поскольку, кроме того, задача • 

• § - = 0 , xt(tt) = Q (i = 1, . . . , я ) 
имеет только нулевое решение, то в силу следствия 2.1 диффе
ренциальная система 

- - - — /-(z!,xi, . . . , x„) (г==1, . . . , й) (6.1) 

обладает решением (x..)Li. удовлетворяющим краевым условиям 
x.i(ti) = $i(xi, ...,.«„) (i = l, . . . , п). (6.2) 

Для доказательства теоремы достаточно установить, что 
an(.0{le}x.i(t){le}a2-(-") при a{le}f{le}6 (i'=1,...,«), (6.3) 

ибо каждое решение задачи (6.1), (6.2), удовлетворяющее этим 
неравенствам, одновременно является и решением задачи (4.1), 
(4.2). 

Допустим, что (6.3) нарушается, т. е. для некоторых 
М{1, 2}, ie{l,. . . , п) и T06[a, b] функция 

и(0-(—-)*•[*<(О-««(*)] 
удовлетворяет неравенству 

«(То)>0. 
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Согласно (6.2) и (4.7), T-.{ne}t<. Для определенности будем счи
тать то>4- Тогда найдется т1б[4, хб[ такое, что 

и(т1)=0, u(t)>0 при Ti< {̂le}T0. (6.4) 
G другой стороны, ввиду (4.6) имеем 

* (t)----(- 1)* [/, (t, X1 (xl) (0. ; • • • Xi-1 (xi-0 (0- *ki (0-
Xi+i (-*i+i)(0» • • • > X« (*«)(*)) - a ' u (-)] < 0 при Xi < x < t0, 

•что противоречит условиям- (6.4). Полученное противоречие до
казывает теорему. 

Доказательство т е о р е м ы 4.2. Подберем положи
тельное число р таким образом, чтобы было верно заключение 
леммы 5Л. Положим 

Ро—=Р \y + jq(t)dt), 

Х ( - 0 -
1 При | 5 | < р 0 

2 - Ш при р0<*<2ро, (6.5) 
ко 0 при |s |>2p0 

Pi(t)°=Pit(t)slgn(t—t,), .gt{t,xu ...,x„)----

--axl.2l J i :*l)l/ '( '"*i Xn)—Pi{t)Xi] (i=?-> •••.«) (6.6) 
и . 

'•%{xlt • . .1x, !)-=%(_| |x / i |kj9 i(xi, ...,x,.)(i=--1. . . . ,«) . (6.7) 

Тогда 

s u p J 2 M - . * - . ...,Jc„)|:W.*%6/?4eL([e,*]; R+) (6.8) 
и 

sup 21Ф,(.*., . . . , xn)\:{xk)UtC([a, b\\ R«)|< + «=• (6.9) 

Ясно, что задача 
dxi 
dt -PiWx*. xi(^)-=0 ( i ~ l , . . . ,n) (6.10) 

имеет только нулевое решение. Учтя наряду с этим обстоятель
ством условия (6.8) и (6.9) и применив следствие 2.1, убедимся, 
что задача 

d-^-^pi(t)xi + g1(t,x1, ...,xn) (i = 1, . . . , я ) , (6.11) 
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.** (.<.,) = <P;(xi> . . . . О (* — 1, . . . . f t ) (6.12) 
является разрешимой. Пусть (xfl^ — произвольное решение 
этой задачи. Ввиду неравенств (4.8), (4.9) и равенств (6 5 ) -
(6.7), оно будет и решением задачи (5.2), (5.3). Поэтому в силу 
выбора р справедлива оценка (5.4), т. е. 

п 

2ii-**ik<po-
А - : 

Согласно этому неравенству из (6.5)-(6.7) следует что 
(•Xi)?_j является и решением задачи (4.1), (4.2). Теорема доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4.3. Из (4.12) и (4.13) 
вытекают неравенства (4.8) и (4.9), где 

п п 

?(0=2й/-('.о, ...,о)|, ^ .21^(0, ...,0)1. 
/—1 ( = 1 

Следовательно, соблюдаются все условия теоремы 4.2, что и 
гарантирует разрешимость задачи (4.1), (4.2). Нам остается 
доказать, что она имеет не более одного решения. 

Пусть (хи)"=1 и (xn)n
t^~произвольные решения задачи 

(4.1), (4.2) и 
& (0-1 хи {t)-x2i (0| (i = 1, . . . , я). 

Согласно (4.12) и (4.13) (ft)f=1 является неотрицательным реше
нием задачи (4.3), (4.4). Поэтому ввиду (4.10) г/г(г,)==0 
(i = 1, ...,n). Теорема доказана. 

Из доказанных теорем и лемм 5.4 и 5.5 непосредственно 
получаются следствия 4.1 -—4.4. 

Покажем теперь, что верно замечание 4.1. Поскольку усло
вие (4.Ю) нарушено, задача (4.3), (4.4) имеет ненулевое неотри
цательное решение (x/)f=1. Для каждого г6{1> ...,п} через yi 
обозначим решение задачи Коши 

У г 
п 

sign (t — tt), Pidt)Ui+ 2 Pik{t)xk(t) 

yi{ti)^Xt(tt)-
Легко видеть, что 

yi{t)>Xi{t) при fl<U* (t = 1, - . . , « ) 
и вектор-функция (t/0"=i является ненулевым решением линейной 
однородной задачи 

п 

а /~а , 
iji (it) = 6i90i (Уи ..., Уп) (i — -» • • • •'»)' 
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где 6.е[0, 1], Pu(t)^Pu(t)> PlkeL(la, b]; X) и \plt(t)\<pik(t) 
при a <;?<#, i=fck. Согласно замечанию 1.1 найдутся числа 
c-(i=1, . . . ,й) такие, что в случае, когда 

п 
fi(i,Xi,...,xll) = 2^Pifi(t)-!Ck> 

A-I 

фг(^1, . . . , xn)-=6ZtP0i(xl, . . . , x,2) + C; ( i = l , . . . , «), 

задача (4.1), (4.2) не имеет решения, хотя /, и ф. (t'=l,..., n) 
удовлетворяют неравенствам (4.12) и (4.13). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4.4. Пусть выполнены 
условия теоремы 4.2 и задача (4.1), (4.2) имеет единственное 
решение x — (xi°)"=1. В силу теоремы 3.1 и определения 3.3 
для доказательства корректности рассматриваемой задачи, до
статочно установить, что х° является сильно изолированным в 
произвольном радиусе г>0. 

Выберем рб]0, +оо:[ таким образом, чтобы было верно за
ключение леммы 5.1. Пусть 

•Pa = r + %J\j<»\\+9h + ]j(t)dt\ 

ft, qt и Ф̂  -(/-=1, . . . , и)—функции и функционалы, заданные 
равенствами (6.5) — (6.7), fiiu—символ Кронекера, 

Р (*)»-(Wi (0)?.*-ь i (•*)=(xi &))"-i. k (x)=0 
и 

Т(х)^-(Ф1(х1, . . . . *„))?.-.!. 
Тогда 

l(ft (t, xu . . •, x„))?,~i =--° (0 x + (?i (t. xi > . • • • лг„))?-х 
при a<t<b, ||x--x-(iO||<r, 

(x/ ft) — % (xi, • • •. -«:-»?—i — * (x) +1 (x) при || x - xo ||c < r 

и соблюдаются условия (6.8) и (6.9). Согласно (4.10) задача 
(6.10) имеет только нулевое решение, т. е. матричная функция 
Р удовлетворяет условию Опяля относительно пары (I, 10). 
С другой стороны, квазилинейная задача (6.11), (6.12) не име
ет ОТЛИЧНОГО от х° решения, ибо, как это было отмечено при 
доказательстве теоремы 4.2, каждое решение упомянутой за
дачи одновременно является и решением задачи (4.1), (4.2). 
Следовательно, х° является сильно изолированным в радиусе г. 
Теорема доказана. . 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремй 4.6. Согласно теореме 4.3 
задача (4.1), (4.2) имеет единственное решение (xi)?.=i. С другой 
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стороны, из условия (4.12) следует, что для произвольных 
ie{l, . . . , /z} , с-eR и zkeC{[a, b]\ R) (k=j=i; k = l,...,n) задача 
Коши « 

-jf^flitiZ^t), ....,Z^x{t),lUZul(t), ...,Z„(t)), U(ti) = Co 

имеет единственное решение, определенное на всем [а, Ь\. 
Поэтому для любой (xi0)Li6C ([a, b]; R'1) существует единствен
ная последовательность (xim)?=i (m=l, 2, ...) такая, что при 
каждом натуральном т и гб{1, . . . , п} функция хш является 
решением задачи (4.15), (4.16). В силу (4.12) и (4.13) для любого 
т функции 

ym{t)'^\xi{t)—xim{t)\ (i=l,..., n) 
удовлетворяют неравенствам (5,14) и (5.15), где ^ т ( / ) = 0 и 
•у-. = 0. Поэтому согласно лемме 5.3 справедливы оценки (4.17), 
где г0Щ0, +оо,[ и бб]0, Г{ — не зависящие от т числа. Теоре
ма доказана. 

З а м е ч а н и е 6.1. Описанный выше процесс построения 
решения задачи (4.1), (4.2) является в определенном смысле 
устойчивым. В самом деле, пусть выполнены условия теоремы 4.5. 
Тогда для любых (Jci0)J-ieC([a.-»];Rn). (<7/m).=i6L([a. &]; R") и 
(yim)'i=i£Rn (/^=1,2, . . . ) существует единственная последователь
ность вектор-функций (xim)f_i6C([a, b]; Rn) (m = l, 2, _._•.) таких, 
что при любом натуральном т и /б{1, . . . ,«} функция хш является 
решением задачи Коши 

Xim \t) —f i (-M xlm-1 (0> • • •' •x^-to-l (0, xim (t)> xl+lm-l (*)> • • • 

Xtm (ti) = Ф; (Х~ш-г • • . > x«m-i) + Ът-
С другой стороны, в силу леммы 5.3 

п т 
^\\Хш~Х1т\\с<Р^ш&т-!г (т = \,2, ...), 
* - 1 * - 0 

где (xim)?=i (J%-=1, 2, . . . ) —последовательность, фигурирующая 
в теореме 4.2. 

п п г ь 
% = 2 i l ^ 0 — {cdot}*io||c, Л » — 2 IVim| + J k i « ( O I ^ 

*•---. г-—1 L а • 
(да —1.2, . . . ) , 

а р6]0. + о о [ и бб]0, 1[ —числа, не зависящие от т, qlm и чш-
Из сказанного, в частности, следует, что если 

lim т].„ == 0, 
/#•-•»•-+со 
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то 
lim ||xim—xim||c—0 (i—T, . . . ,« ) • 

m-t-foo 

Глава 3 • 

ДВУХТОЧЕЧНЫЕ ЗАДАЧИ 

§ 7. МНОГОМЕРНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 

В этом параграфе устанавливаются признаки разрешимости 
краевой задачи 

•—-=-/, (*,*-,... .ЯЛ (i = 1,...,n), (7.1) 

(^ (fl))?-ie-?i, (-x. (*))JUes2, (7.2) 
где - о о < а < 6 < 4 - о о , я > 2 , 

/H/*)?-ie/C([a, 6]xR";Rre), 
а S;-cR" (/==1,2)—непустые множества. 

7 Л. Формулировка теоремы существования. Прежде всего 
введем следующее 

.Определение 7.1. (y^LjgC ([a, b\; R") называется ниж
ней (верхней) вектор-функцией дифференциаль
ной системы (7.1), если существует множество /0 меры 
нуль такое, что для всех Щ\, ...,n} и t(i[a, b]\I0 

fi(t,Xl, . . . ,x„)<y;(!!) При Xi=-yi(t)i Xk<yk(t) 
(k^i; к=1, ...,п), 

(fl{t,xu...,Xn)>4'i(t)npnxi=*yi.(t), Xk>4k(t) 
(k=-=i; k—1, ...,n)). 

Для любой y = (yi)f=.i:[a, &]{to}R" положим 
My {t) -={(xi)LieR":. Jd < ъ (t)i • • •, X„ < yn (t)b 
M^^iix^UGR'1: JCi>Ъ(t), ...,xn>yn(t)}, 
MY = {(t, xi, . . . , #,,): *е[я, ft], (x^LieMv (*)}, 

•M -{(*, Хь..., xn):tQ[a, b], (xdLi&My (t)}. 
Скажем, что решение (x^f^ системы (7.1) проходит через 

. множество D с [a, b] XRn> если существует ta&[a, b], для кото
рого (t0, Xi(tQ),...,хп(t0))e_>• 
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Если S c / ? r a , то под X.-(a,S) будем понимать множество 
всех максимально продолженных вправо решений системы (7.1), 
удовлетворяющих начальному условию 

Решение (х^=1 дифференциальной системы (7.1), определен
ное в промежутке [a, t*[c:[a, b[, назовем сингулярным, если 

п 

Ilm У,\xi(t)|= + -о. 

Т е о р е м а 7.1. Пусть 51 —ограниченный континуум, S2 — 
замкнутое множество и существуют нижняя а==(а.)£=1 и верхняя 
Р—(&).!=1 вектор-функции дифференциальной системы (7.1) такие, 
ЧТО: 

а) Xf (a, S-) содержит как решение, проходящее через M-., 
так и решение, проходящее через M 0 ; 

б) Xf(a, Si) не содержит сингулярного решения, не прохо
дящего через M a U M p ; 

в) S 2 n M a ( & ) — S 2 n M B ( - - ' ) — 0 ; 
г) S2 имеет непустое пересечение с каждым континуумом, пе

ресечения которого как с Ма (Ь), так и с М Р (6) непусты. 
Тогда задача (7.1), (7.2) имеет решение (x/)'/^-, удовлетворяющее 
условию 

(x. {t))'U^Ma (*) U M p (t) при а < t < b. (7.3) 
7.2. Вспомогательные предложения. 
" Л е м м а 7.1 (ем. [71, 75]). Пусть существует функция 

q£.L([a, b]\ R+) такая, что на [a, b\XRn соблюдается неравенство 
я 

{sum}l/.•(*• * ! . • • •> • * * ) !< <?(-)• <7-4) 
Тогда для любого континуума Sci?" множество 

50-{(^(*))».1:(^)Л,1е.ДГ/(а,5)} 
также является континуумом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем прежде всего замкнутость 
множества S0- Пусть (ci/,-)"=- (k==1, 2,...) —произвольная сходя
щаяся последовательность точек этого множества и 

1im cik=ct (i = 1,.. .,я). 
А-4~(-б0 

Т о г д а существует последовательность (xUl)1=1 (k=--1, 2 , . . . ) ре
шений системы (7.1) таких, что 

{х»(а))и& (k = U2,...j (7.5) 
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и 
Xik(b) =сш (г '=1, . . . , n; k = \, 2 , . . . ) . 

Ввиду (7.4) эта последовательность является равномерно огра
ниченной и равностепенно непрерывной. Поэтому без ограниче
ния общности ее можно считать равномерно сходящейся. Оче
видно, 

xiOO —Aim xik(t) (i ==• 1, . . . , л) 
А-.-+00 

является решением системы (7.1). С другой стороны, ввиду замк
нутости S из (7.5) следует, что (х^Ч^&Х^а, S). Поэтому 
(ciyi

l^1 = (xi(b))f=1QS0. Следовательно, S0—замкнутое множество. 
Для завершения доказательства леммы нам остается устано-. 

вить связность S0. Допустим противное. Тогда найдутся непус
тые замкнутые множества 50

(Л (/ — 1, 2) такие, что 
S o - S ^ U S ^ , 5i , )n-Sf-y-0. 

Поэтому 
S=5 ( , )US l 2 ) , 

где SU) (/ = 1, 2) таковы, что 
So n = {(lxt(b))Li:(xi)?-ieXf(a,Su> ) } • ( / - 1,2). (7.6> 

Из замкнутости SoJ) (у--A.2) следует замкнутость S(/> 

(./ — I. 2). С другой стороны, поскольку S является континуумом,. 
V>nS(!V0. 

Пусть 
^•—(c^eS^ns^, (7.7)' 

Xf (а, с) — множество всех решений системы (7.1), удовлетворяю
щих начальному условию 

Xi(a).= Ci (i = \,.,.,n) 
и 

Q={(^W)Lr('-i)L1eX/(fl!, с)}. 
Тогда согласно (7.6) и (7.7) 

QcSo.. Q n S o ( / V 0 ( j - 1 . 2 ) . 
Но это невозможно, ибо в силу теоремы Кнезера ([62], с. 28)• 
Q является континуумом. Полученное противоречие доказывает 
лемму. 

Лемма 7.2. Пусть S 1 - континуум и существуют нижняя 
a=--(aj)f=1 и верхняя ^----(Р.)^ вектор-функции дифференциаль -
ной системы (7.1), удовлетворяющие условиям а), в) и г) тео-
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ремы 7.1. Пусть, кроме того, каждая функция / . имеет частную 
производную 

Jt(t, хъ ...,хп) ------ -, ^ g ) 

и на [а, Ь] X JRn соблюдается неравенство (7.4), где 
gQL ([a, b\\ R+). Тогда задача (7.1), (7.2) обладает решением, 
удовлетворяющим условию (7.3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем прежде всего, что произволь
ное решение (x.)f=1 &Xf (a, S1), проходящее через Mp, удовлет
воряет условию 

( x i ^ L i e M ^ ) . (7.9) 
Допустим противное. Тогда найдутся (x^fiX f{a, Si), t0£ 
6[а, b[, tjg] t0, b] и k6{1, ..., n) такие, что 

x < ( 9 > M 0 при t0{le}t<ti ( * = 1 , . . . , «) (7.10) 

x-.("i)=-P..('i)- .(7.11) 
Полагая u(t)=xh(t)—P*(t), согласно определению верхней век-
тор—функции и условиям (7.8) и (7.10) находим 

и! (t) .---iff (if, x1 (t), ...,xn(i))-f (t, x, ( 0 , . . . , ft., (t), 
МО. W t) ,xn(t))]+[f(t, xx{t),...,xh^{t), p„(0, 
xk+i(t),..., xn(t))—pK'(t)]^—g(t)u(t) при t0{le}f<*b 

где 
g(t)=max{|/Y(t, x i ( t ) , . . . , xt-i(t), s, x-.+i(t),. . . . л:№(0) | : 

Отсюда непосредственно следует, что 

и (t i)>expj--Jg(t)rft l t t( to)>0. 

Но это противоречит равенству (7.11). Тем самым справедли
вость включения (7.9) доказана. Совершенно аналогично дока
жем, что произвольное решение (.X/)f=] QXf(a, Si), проходящее 
через множество Ма> удовлетворяет условию 

(МЬ^ем^ь). 
В силу леммы 7.1 множество 

является континуумом. С другой стороны, согласно условию a) 
и установленному выше свойству решений, проходящих через 
множества Ма и М.ь, имеем 
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•Slo[)Ma(b)^0, Su>(\M>{b)^0. 
Отсюда ввиду условия г) вытекает, что 

•SIonS2{ne}0. 
Следовательно, задача (7.1), (7.2) разрешима. Остается лишь 
отметить, что ввиду наложенного на множество S2 ограничения 
в) произвольное решение рассматриваемой задачи удовлетво
ряет условию (7.3). 

Лемма 7.3. Пусть 5czR" — непустое, ограниченное, замк
нутое множество, Md[a, Щ X R" и множество 

М(.)-{(x;).L-eR":(*. Хи ..., хп)еМ} 
открыто при любом Ща,Ь\. Пусть, кроме того, X^a, S) не 
содержит сингулярного решения, не проходящего через М. 
Тогда найдется такое положительное число г, что для любых 
(xi)?=i'-X/(--> S) и Ьо6]&> b] справедлива оценка 

л 

2 l-«i (OK/" при a<t<bQ, (7.12) 
если только 

(х,уу%ш1№у) при a<t<bQ. (7.13) 
Доказательство . Пусть 

г0=тах 2l^|:W=1e-s 
, г - 1 

И 

{ п п 

2l / i ( - ' •* ! • •••.x„)|:{sum}|xi|<r 
Выберем щ$[а, b] таким образом, чтобы 

'J/•'('./-0 +1) Л < 1 . (7.14) 
а 

Любое решение {x^QXj, (a, S) на своем промежутке опре
деления допускает оценку 

п t / п \ 

2i-Moi<>-o+j7*U, 2i-**(T)i)<**• 
!=1 

Отсюда ввиду (7.14) следует, что промежуток определения 
(--..)?_1 содержит [a, a-] и 

2 | ^ ( 0 1 < г о + 1 при a<t-<a0 . 
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Предположим теперь, что лемма неверна. Тогда согласно 
выбору а0 для каждого натурального т найдутся Ьт£]ао> Ь\ и 
(•«lm)Ll-X/ (a' S) TaK--e' Ч т0 

(xlm(t))f^m(t) ири a<t<bm, (7.15) 
л . п 

2l*i«(OI<-"o + l при a{le}t<a0l 2 | хш (Ьт)\ > да. (7.16) 

Пусть 
Т. /л_/-*/«(О ПРИ a-<t<bm % W " U - ( - - ) при bmKt<b, 

y(;0----sup 2 |x i m ( t ) | : a<T<* , /№>l| 

и 
<*-sup{*e[a, й [:i>(0 < + «>}• 

Ввиду (7.16) 
a0<t*<hmmf &„. 

И 

л 

Hm sup 2 1 ^^*)|--- . + «>. (7.17) 
.m->—(-co j _ 1 

Из определения t* непосредственно вытекает равномерная 
ограниченность и равностепенная непрерывность последователь
ности (хш)^г(}71=1, 2, . . . ) на .каждом сегменте, содержащемся 
в [a, t*[. Не ограничивая общности эту последовательность 
можно считать равномерно сходящейся на каждом таком сегмен
те. Легко видеть, что вектор-функция 

(xt (t))'Li = lira (xim (t)) »_, при а< i < t* 
m->-(-oo 

является решением дифференциальной системы (7.1), причем ввиду 
замкнутости S 

ед_-еЛГ,(а,5). 
G другой стороны, из (7.15) имеем 

(•*/ (*))?=iШ (t) при a-<t<t*, 
так как M(t) открыто при любом t6[a, b\. Отсюда ясно, что 

r* = sup 2 | * Д 0 М < ~ < - * < + °°> 

- 47 



ибо Xf(a, S) не содержит сингулярного решения, не проходя
щего через М. 

Пусть t...6Jaoit*[ и натуральное число /ге0 таковы, что 

if/*(*,r* + 2)<tt<l 

%,\xm(t*)\<r* + 1 при т>т0. 
. - - I 

Тогда 

2,\Xm(t)\<r*+2 при **<*<*• (m = mo.+ l . - . . ) . 
г=1 

Но эта оценка противоречит условию (7.17). Лемма доказана. 
7.3. Доказательство теоремы существования. Согласно 

лемме 7.3 найдется положительное число г такое, что для любых 
(Xi)''=1GXf (a, S) и b0Q]a, Ь] справедлива оценка (7.12), если только 

(xi(-))?=i^«(0UMp(0 при a<t<b0. 
Не ограничивая общности будем считать, что 

'•>sup{2l'-i|:(--i)/-16.S1j 

г>твх\%\щ(*)\ + \Ш\)-а<*<ь\ 

(7.18) 

(7.19) 

(7.20) 
.-=1 

Пусть 

A W \rsigna при | й | > г ' 
fi(t>xb...,x£==fl(t,%{x&...,%{x3) (t = 1,...,«) (7.21) 

и 
•Yii(0 —---in{a/(t). М0}> Ysi(0=----K{ai(0. МО} ('=-1. •••. «)• 
Положим 

Ф « ^ •(l»,(O-aSffl--P-IVii(.)<i»<YM(0 
Ф-(*.й)-« <р^,уи(*))При«<7 и(*) 

• iMi . V2i(t)) ПрИ tl>y2i(t) 

b(t,u)- р , М — « Г ( О д р И ^ ^ < Ц < ^ ^ 
ЫМ'иОО) ПРИ U<yu(t) 
.b(t*yu(i)) при u>y2i{t) 
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если «i (О 7̂  МО и 

ФД/,м)—^(г?,и)-1, 
2 ' 

если а.(0==|-7(0. Для любого натурального т введем функции 
т 

gim(t, хх, ..., хп)=т J fi (t, xu ..., x,_t, и, xul x„)d«, 
xi 

fimiyy -xl, • • .1 •x
rj) = gim(t, Xx, . . . , x „ ) + 

+ [ft (t> XU ..., Xi_v P; (t), 'xM, ..,, Xn)~ 
— gim(t> XU ...,Xt_x, p^i), Xi+1, ...,X„)]4>t(t, x;) + 

+ [/*(•-> Xi,...,Xi_x, at(t), xuu ...,xn) — 
— gim(t> xi> •.... .«j-i. at(i), xuu ..., xn)]^t(t',Xi) 

и рассмотрим дифференциальную систему 

*$-"*/im(t, •*!..... хп) (i — 1, . . . , n). (7.22) 

Ясно, что функции dfim(t' ^ ' ' ' ' *") (i = l, . . . ,й) принадле
жат классу К ([a, 6]XR"; R)> 

flm(t> XU . . . i x ( _ 1 , Q.. ( t ) , x ; + i i ...,Xn)^ 

&sft(i,Xi, ...,хм, «г (t), Jcw , . - . ,x„) (i=-1, . . . , « ) (7.23) 
и 

ftm{t'i Xu . . . > x ; _ i , Pf (t), xi+i, ...,X„)^S 

s=fi(t, xt, ...,xuu P/[(0> Яы» •••.-««) 0-=-. • • - " ) • (7-24) 
Кроме того, на [a, b]XRn соблюдаются условия 

1im fim(t, xi, ..., x^^fiit, xt, ...,xn) (i = 1, . . . , .«) (7.25) 
m-t—|-co 

И 

где 

2 l /««(- - .* i . •••.^)l<'7(- :) (/ra-1,2, . . . ) . (7.26) 

• 0(O = 3 m a x | 2 ! /*( ' • -«к ...>x,!)|:|xi|</'> •••> l x j < ' j -

Ввиду (7.20) и (7.21) из равенств (7.23) и (7.24) следует, 
что а и р являются нижней и верхней вектор-функциями диффе
ренциальной системы (7.22). Поэтому согласно лемме 7.2 задача 
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(7.22), (7.2) имеет решение (x;m)f=1 такое, что 
(xim(i))Li«Ma(t)UMp(t) при a<t<b. (7.27) 

Ограниченность множества 51 и неравенства (7.26) гаранти
руют равномерную ограниченность и равностепенную непрерыв
ность последовательности(.*im)?=1 (m=\, 2, . . . ) , так что без огра
ничения общности эту последовательность можно считать равно
мерно сходящейся. Ввиду (7.25), (7.26) и замкнутости множеств 
Sj (/ = 1, 2) вектор-функция 

(.M-))"=i—nm(xim(t))f=i 
m-s--b-o 

является решением дифференциальной системы 
-af~fi(t*Xi' •••>•*,.) ( г - Ь --..и) 

при краевых условиях (7.2). С другой стороны, из (7.27) ясно, 
что (г*Сг)"=1 удовлетворяет и условию (7.3). 

Нам остается лишь показать, что (xi)f=1 является решением 
системы (7,1). Согласно (7.21) для этого достаточно установить, 
что 

п 

^ | ** (01 < г при fl<t<6. 

Допустим противное. Тогда ввиду (7.2) и (7.19) найдется b06]a, b\ 
такое, что 

п ' " я 

H\Xi(t)\<r при a<t<b0, ^\Xi(bu)\ = r. 

Согласно (7.21) сужение (xi)^ на [a, b0] является решением 
системы (7.1). Однако (.xi)'/=1 удовлетворяет и условию (7.18). 
Поэтому в силу выбора г справедлива оценка (7.12). Получи
ли противоречие, что и доказывает теорему. 

7.4. Следствия теоремы существования. Рассмотрим случай,, 
когда краевые условия (7.2) имеют вид 
*<(а)=.ф,(-*я(а)) ( /=1 я - 1 ) , ф(х,(6) Jf«(6))--0, (7.28) 
где 

<P(6C(R; R) (I---1,..., п—1), <peC(R»; R). (7.29) 
Следствие 7.1. Пусть существуют нижняя а=-(а^=-

и верхняя (->-== (&)f_j вектор-функции дифференциальной систе
мы (7.1) и положительное число г такие, что 

Ф_.(и)<аг(.а) при и < - г , 
<Pi (и) > Pi (а) при ti>r (г=1, ...,п—\) (7.30) 
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и 
<p(*i,...,хп)фО при (Xi)UeMa(6)uMp(6). (7-31) 

Пусть, кроме того, система (7Л) при начальных условиях 
Xi (а) = Ф, (хп (a)) (i - 1, . . . , ft - 1) (7.32) 

не обладает не проходящим через Ma U Mp сингулярным реше
нием. Тогда задача (7.1), (7.28) имеет решение (^)f=1> удовлет
воряющее условию (7.3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общности можно счи
тать, что 

r>max{|a„(a)J, \$п(а)\}. 
Положим 

Ф.(й) ПрИ • — / • < « < . " 

ф.(Г) + 1—£- при и>Г (i=« 1, •.,.., Л—1), 

Ъ(—г) — 1—f при и < - г 
« 

ф , ( я ) -
I 

S1={(xi)L1eR":xi= Ф, (.*„) (г-1, . . . , п- 1)} 
и 

S^Kx^eR^iXi,...,*„)-= 0}. 
Ввиду (7.29) —(7.31) Si и S2 соответственно являются ограничен
ным континуумом и замкнутым множеством, для которых выполнен 
ны условия а) — г) теоремы 7.1. Поэтому задача (7.1), (7.2) имеет ре
шение {Xi)1^, удовлетворяющее условию (7.3). Из (7.3), (7.30) и (7.33> 
вытекает, что хп(аЩ — г, г]. Следовательно, (Xi)f=l удовлетво
ряет краевым условиям (7.28). Следствие доказано. 

Следствие 7.2. Пусть существуют положительные числа; 
rk (k = l,... ,п) и функция qBL([a, b]; R+) такие, что 

cpi(«)sign «>ri (i=l,..., п— 1) при |« |>r n , (7.34) 
q>(xlt...,xn)=£0 при xfesignxi>rft (£=1, . . . ,л) , (7.35) 

/ji,(t,xi,...,xn)signA:i>0 ( i=l , . ..,n) 
при fl{le}t{le}6, xftsignxi>rft (k = l, . . \ , л) (7.36) 

и на [a, b] XR" соблюдается неравенство 

_ . / . ( * , *i, ••.,X„)signxi<q(t)\ l + 2 l ^ i l • (7-37> 
t-i V .=i / 

Тогда задача (7.1), (7.28) разрешима. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду (7.34) — (7.36) a(t) — (—-1t)f„,t 

и p(0 = (1i)?_i являются нижней и верхней вектор-функциями 
дифференциальной системы (7.1), для которых выполнены ус-
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ловия (7.30) и (7.31). С другой стороны, согласно (7.37) каж
дое решение системы (7.1), удовлетворяющее начальным усло
виям (7.32), не является сингулярным, поскольку на своем про
межутке определения допускает оценку 

•.2j*i(oi<'(2i^(e)i)«p(b(*)^j-
Следствие доказано. 

С л е д с т в и е 7.3. Пусть 
' iimlaf%(tt)sigatt>r0 (i--=l,.. .,n— 1), (7.38) 

|l.£|->-+00 

9(x1,...,x„)=7-=0 при x A s i g n x „ > г 0 (A=l,...,/г— 1) (7.39) 
и на [a, b] X Т.?" соблюдаются неравенства 

fi I Xi+i I < Si (•*. xi> . . . Д л ) sign x i + 1 < r2 | x2+11 (7.40) 
(t = 1, . . . ,«— 1), 

/ n ( t , . x l , . . . , . x n ) s i g n x n < 
n 1 "1 n n—1 

^(^xo+Ai^Za+i^ir1 _(i+i*ii)'-1 (7-41) < 
t—2 J 1-2 

и 
/ „ (t, Xi,..., xn_i> 0) sign x„_1 > 0 при | xa_x1 > r0, (7.42) 

где rt (i—0, 1, 2)—положительные постоянные, h0QK ([a, b] X R; 
R+) и Ai6C(R; R+). Тогда задача (7.1), (7.28) разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для упрощения доказательства мы до
полнительно предположим, что / „ имеет частную производную 
ди^'рх

 Хп), принадлежащую классу К ([a, *]XRB; R). Тогда 
согласно (7.42) 
/л(t.{cdot}xi..»,xn)signxn_i>—h(t,xu...;xn)|xn|при| xn_r\>r0> (7,43) 
где h&K([a, b]XRn; R+). Отметим, что от указанного 
ограничения легко можно освободиться с помощью 
техники, использованной при доказательстве теоремы 
'7.1. ПОЛОЖИМ fa (2.)= -— а2(£)==г0 (i = 1,. . .,и—-1), 
pn(if)=a„(!!)=0. Тогда ввиду (7.40) и (7.42) a-=(ai)f=1 является 
нижней, а Р=(Pi)f=1—• верхней вектор-функцией дифференциаль
ной системы (7.1). Из (7.38) и (7.39) вытекают неравенства 
(7.30) и (7.31), где г — достаточно большое , положительное 

число. 
В силу следствия 7.1 разрешимость рассматриваемой задачи 

•будет установлена, если мы покажем, что система (7.1) не име
ет ' не проходящего через Ma[jM^ сингулярного решения, удов
летворяющего начальным условиям (7.32). Допустим против-
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ное. Пусть существует не проходящее через Ма[)М* сингуляр
ное решение (%) г"=1 системы (7.1), определенное в промежут
ке [a,t*[cz[a, b[. Тогда согласно (7.40) 

Hmsup|A:„(t)|= + oo, 
t-+t* 

(7.44> 

при этом либо 

P--=-sup 2 | x . ( 0 | : a < * < t * | < + «>> (7.45> 

либо найдется точка №[а, t*[ такая, что 
xn-i(-o)xn(-"o)>0> |xn-i(/o)|>r0. (7.46> 

Предположим сперва, что выполнено (7.45). Тогда из (7.41) 
имеем 

|xn(or{le}[/oW+A|^(t)|](i+|xn(OI) 
при a^t<t*, (7.47) 

где l0BL(,[a,b]; R+) и <-iG#+. Ввиду (7.44) существуют точки 
t^[a,t*[ и t2&]fut*{ такие, что 

М*)М*1)>0 при *i{le}t{le}t2 (7A8) 
и 

|xn(-y|>pi(1 + M-i) l )> ! (7.49> 
где 

- ь 

Pl-=-exp lltifidt + ^-b 

В силу неравенств (7.40), (7.45) и (7.48) 

$[*„(')!-< — $•*«--(-)--' =771-*»-1 W-r*»-iW\<77' 
Поэтому из (7.47) находим 

i-M-2)|<exp 
*{cdot}2 * 2 

J/o(Od.- + /iJ|{cdot}x„(")l̂  (1 + |-М*.)1)< 
<pl(l+l*l.<'l).). 

что противоречит условию (7.49). Тем самым доказано, что не
равенство (7.45) не может иметь места. 

Остается рассмотреть случай, когда соблюдаются неравенст
ва (7.46). 

Согласно (7.40) и (7.43) 
ri | xi+i (0 | •<%' (/) sign %и (tf) {le} 

{le}r2[xi+1(t)| при t0<t<t* (f=l д—1) (7.50) 
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. . C n ' ( i ) s l g n * « - i ( i ) > — g(t)\Xn(t)\ При t0<t<t*, 
где g(t)=h(t,Xi(t) xn(t)). Отсюда с-учетом (7.46) на-

.ХОДИМ 

i ^ ( t ) |>exp(—jg ( t )d t j |x„^ 0 ) |>0 при tQ<t<t* 

x„(*)*n-1(0>-, I *n-1 (0 >-"о, |лгп_1(0|'>0 
при i0<t<i*. (7.51) 

В силу (7.50) и (7.51) существует точка ti^[t% t*[ такая, что 
xi(0{ne}0 при te[tut*[ (i=l,...,n), (7,52) 

причем Х\ (1---Г . . . , п—1) являются монотонными на [^i,^*[. 
Далее, 

l i m j ^ ^ K + oo. (7.53) 

В самом деле, в противном случае из (7.50) получили бы 
I imx^s ignx ,^ )— + оо (i=1,...,«— 1). 
t-*t* 

Но это невозможно, поскольку (xi)|L- не проходит через 
Mall M3., 

Полагая 
Г, \1 /» r3 — 2[r-J] , [Xo--=l+max{|x1(^1)|, . . . , |x„(^)|} 

Hi (t) = (х0 -f max {I x;(u) | :ti <т:<*} (i=L ...,n), 
с учетом (7.50) и (7.52) получим 

t 

xj(o=x2(^)+2Jxf(t)x;(t)dt<ug+ 
+2л <н1+ 

2r, jf К и (0 ~ ЫI xi_i (0 - xi_i (<0 I < v%+ 
2r. 2ra . jr [i-ij+i (О — Ы l*i-i (-) < P-o — 2 № - i (0 + 77 I*i+i (0 Hi-i (-) < 

< --|ig + -J- /> i + 1 (*)fc-i(0 при ti<t<t* (i — 2, . . . , я - 1 ) 
и, следовательно, 

й!(-Х^+1(0^-1(--) при ti<t<t* (i = 2, ...., я—1). 
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Отсюда непосредственно следует, что 

^(0<r( ' -n( . - -O[p l W ] .b^w ]{cdot}^npH^<^< P ( ;=!, . . . , , ._!). 
Однако ввиду (7.53) 

Ы * * - ) < + оо. 
Поэтому 

f - i 
I-* (')<•--[l-« (01я-1 при t ! < t < ^ * ( i=. l , . . . , я - 1 ) , (7.54) 

где г —rj-|i!(t*-). 
Из (7.41) и (7.54) находим 

М О <2{mu}0 + j о̂ (t) + М 2 0 + | •** (Т) I)'-"1 

при t i < t < t * , 
Ни С-) d f 

где 
Я0(0=nrmax{h0(t, u):\u\<r}, Xt-=-/ггтах{А1 (а):\и|<г}. 

Отсюда в силу леммы Гронуолла —Беллмана [27, с 49] выте
кает оценка 

М0<т]0ехр 
я * 

м 2 J o + i •**(•-) и*-1-** 
г—2<. 

при < ! « < / * , (7.55) 

где -по = 2ц0 exp j Л0 (t) dt . 
Ввиду неравенства. Юнга 

М-+1*.(*)1)—< у <**-•*)-- + 
+ 2«Я{- - (* ' -^ - (1+ |л : . ( т ) | ) при i - < t < t * . 

Поэтому 
t i 

Л! jj (1 +\xt (т) \)~>dx<± l n £ ^ + 2^---(*--a)---+ 

+2wX;-1J(P-ty--|x i(T)|dT при *-<*<** (i-=2, •...,«). (7.56) 

Согласно (7.50), и (7.52) 

jlx2(t) |dt<r2 j|x;(t)|dT<r2{mu}i(^— )< + 
sup {(t* - t ) | x2 (i) |:i1 < t < t*} < + oo 
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* * 
J (p _.-;)*•-.. | Xl (t) | d t < r2 J (i*-.•т)«д:;_1 (t) dt < 

< Г2 (t* - 0'~2 I xi-1 (0 I +/"2 (** - *1)Ь2 I xi-1 Vl) I + 
t 

+ {i-2)r2\{t*-xy-*\xi_x(x)\dx при h<t<t* (t=3, 
• < . 

Применяя теперь индукцию, убедимся, что 

я). 

<* 
J(t ~Т)'-2|^(.т) |Л< + 00 (i=-2, ...,rt). 
- 1 

Из этих неравенств и оценок (7.54)--(7.56) следует существо
вание такого числа г]б]1, + oo[, что 

..-1 

М'ХчС* —О Z при *i{le}t<** (i = 2. . . . ,«)• 
Ha основе полученных оценок из (7.55) находим 

i-1-. (0 < чо exp [2лЯ,1Т|- (6 — а)1/2] при * 1 < t < t* 
и 

lira sup | xn (t) | < ця (**—)< + с», 

что противоречит условию (7.44). Таким образом, система (7.1) 
не может иметь не проходящего через Ма\]М9 сингулярного ре
шения, удовлетворяющего начальным условиям (7.32), Следст
вие доказано. 

В заключение задачу (7.1), (7.28) рассмотрим при rt = 3, 
т. е. когда она имеет вид 

(7.57) dxi 
—~7Т"==/ i iff -xl ' {cdot}x2i x3 ) (I-—1> 2 , 3 ) , 

^(а).-Ф,(-л8(в)) ( i -1.2) , 4{Xi{b),x2(b),xb{b))----0.(7.58) 
Следствие 7.4. Пусть 

Ф1(й)и>0, 92(«)sign#>r- при \ti\>r, (7.59) 
Ф (x1, x2, xn) =И=0 при Xjx3 > 0, x2 sign x3 > r0 (7.60) 

и на [a, b] X R3 соблюдаются неравенства 
0</1(t,x1,A:2,x3)signA:2<g-i(^x2)(l+|-J-il)> (7-6-) 

0</ 2(*, xi, x2> •x-)sign1X3{le}g2(t> xi. x3)( l+|^2|). (7.62) 
0<fs(t, Xi, x2. x3)sign.xi< 
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и 
V/2 (t. Хи Х2, Xb)Xz— / l (t, x l .x 2 . *3 ) .«3 < fz(UXl, .*2>*3) x l , (7-Щ 

где r 0 >0, r > 0 , y>0 , g&K([a, 6]XR; RJ, g2 и hxbK{\a, b]X 
XR2;R+), A26C(R2, R+). Тогда задача (7.57), (7.58) разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть МО-— — «2(t)---- Л)- МО — 
-=а.(0 = 0 (*•---• 1,3). Согласно (7.59)-(7.63) о=-(а,)и и 
p=(P/.)f-=-i являются нижней и верхней вектор-функциями диффе
ренциальной системы (7.57), для которых выполнены условия (7.30) 
и (7.31) при и=3 . 

Если система (7.57) с начальными условиями 
.Х;(а) = <М.к3(а)) (/ = 1,2) 

не имеет сингулярного решения, то в силу следствия 7.1 задача 
(7.57), (7.58) является разрешимой. 

Нам остается рассмотреть случай, когда система (7.57) имеет 
сингулярное решение (x^f-i, определенное в промежутке 
[a, t*[c[a, b[, причем для доказательства следствия достаточно 
установить, что (x-)i=i проходит через M*aUMp. Покажем 
прежде всего, что 

lim sup | х2 (t) | = + oo. 
t-+t* 

Допустим противно е. Пусть 
p2==sup{|x2(0|: tf<t<t*}<+ a>. 

Тогда из (7.61) находим 
p-=sup{|xi(t)|: a<t<t*}< 

(7.65> 

<(l + |x1(a)|)exp 
ч* 

< + °°. 
Ввиду ограниченности хг и x2 

lim | x3 (0 I - + °° • 
t-t-t* 

(7.66)-

B силу этого обстоятельства из неравенств (7.61)--(7.63) 
вытекает существование точки t0Q[a, i*[ такой, что 
-МО =7-= 0, xt(t)^0, x't(t)xUi(t)>Q при t 0 < t < * * (i —1.2> 
и 

2 

|*з (-)!'< Mo+a.i2ix;(o| 
г=1 

1 + 1x3(01) при tA<t<t4 

где %о=hi (•, Xi(-),х2(•))€--([я. t*]; Я+) и Xi==sup{k2(xi(--)' fa(t)h 
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a<t<t*}< + со. Поэтому 

|.М*)1<(-+|*в(*о)|)ехр 
-1 i t 

г = 1 <» 
< 

<(1 + |x 3 (-0) | )exp jX0(t)dT + ^(pi + p2) при a<^<t*, 

что противоречит условию (7.66). Тем самым справедливость 
равенства (7.65) доказана. 

Согласно (7.64) 
[4x22(0-2xi(0x3(0] '<0 при as^t<t*. 

Поэтому 
Yx2-(0<--o+2xi (0*з(0 при a^t<t*, (7.67) 

где с0 = Tx22(*о) — 2xi С-̂о) x3 (*о) • 
Покажем, что Хц отлична от нуля в некоторой левой окрест

ности t*. В самом деле, если это было бы не так, то согласно 
(7.62) и (7.65) нашлась бы сходящаяся к /* последовательность 
th6]a,t*[ (k = l, 2 , . . . ) , для которой 

*з (**)---0 (А =-1.2, . . . ) , Hm |x2(^)|== + со. 

Но это противоречит неравенству (7.67). 
В силу условий (7.61) — (7.63) и знакопостоянства х2 в ле

вой окрестности t* существует точка t0£[a,t*[ такая, что 
xi(0{ne}0 (г = 1, 2, 3), х2 ' (0*з(0.>0 при t0^t<t*. 

С учетом этих неравенств из (7.65) и (7.67) находим 
lim [x2 (О si gnx3 (*•)]==+ -° . Hm[x 1(0x3(0]==+ °°-
i-+t*. • t+t* 

Отсюда ясно, что (x^Li проходит через множество MaUMe-
Следствие доказано. 

7.5. Теорема единственности. 
Т е о р е м а 7.2. Пусть для каждого iQ{\, • • • • n} функция / г 

имеет частные производные /'и(г., x 1 . . . , x - )= ^ ' **' •••'Хп>— 
( / = - + . i .,n), причем 

f'tfiKda, b]xR"; R) и f'tJeK([u, b]xRn; RJ 
U^U / = 1, ...,n). (7.68) 

Пусть, кроме того, функции Ф; (г----1, . . .,п—,\) являются воз
растающими, а функция Ф удовлетворяет условию 

Я>(Уь • • •. Уп)>Ф (xi, • •.-. x„) при yt > x ; (г = 1, . . . , и). (7.69) 
Тогда задача (7.1), (7.28) имеет не более одного решения. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное. Пусть задача (7.1), 
,(7.28) имеет два различных решения (x;)^=1 и (yOjLi- Тогда 

Уп(а)фхп{а), 
ибо в противном случае имели бы xi(a) =#ji(a) (г = 1 , . . . , n), 
что невозможно ввиду однозначной разрешимости задачи Ко-
ши для системы (7.1). 

Для определенности будем считать, что 
уп (а) >хп (а). 

Тогда 
Mi{a) =9,i(yn(a))>qpi(xn(a)) =лг,(а) (i=\,.. . ,п~-1), 

так как cpi (t'=1 п—1) — возрастающие функции. Следова
тельно, в некоторой правой окрестности а соблюдаются нера
венства 

£&(••)>*<(*) (*'--=- п)- (7-7°) 
С другой стороны, ввиду (7.69) эти неравенства не могут быть 
выполнены на всем отрезке [а,Ь]. Поэтому найдутся kQ 
e { l , . . . , n } и tQ&]a,b] такие, что (7.70) имеют место на [a,t0[n 

и(*о)=0, (7.71) 
где u(t)=yh(t)—xh(t). Согласно (7.68) и (7.70) 

>h(t,Xi(t) xh-x(t), yh(t), xh+i{t),...,xn(t)) — 
—fk(t,Xi(:t),...,xn(t))^g(t)u(t) при a<t.<tQ, 

где g£L([a, to]; R). Отсюда находим 

и (to) > и (а) ехр jg(T)dT >0 . 

•что противоречит равенству (7.71). Полученное 'противоречие 
доказывает теорему. 

§ 8. ДВУМЕРНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 

8.1. Постановка задачи. Рассмотрим дифференциальную сис
тему 

^ W * ( - . x i . x 2 ) ( i - 1 , 2 ) (8.1) 
с краевыми условиями 

(xi(a), х 2 (а ) )е5 ь (Xl(b), x2(b))bS2, (8.2) 
где 

/idK([a,&]xR-; R) ( i = l , 2 ) , 
.a SuCzR2 ( /=1, 2) — континуумы. 
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Пусть Si-м и Si2 — проекции множества S. соответственно на 
оси Oxi и Ox2. Нас будет интересовать случай, когда соблю
дается одно из следующих трех условий 

inf S.2— -оо, sup 5 i2= +oo (i-1,2), (8.3) 
Sis ограничено, infSii=—{infty}, sup •Slii=+{infty} (j=l,2), (8.4) 

5i2 и -S22 ограничены, inf S.-1---—oo, slip Sii—+ oo 
(i=h 2). (8.5) 

Для дальнейшего удобно ввести следующие определения. 
Определение 8Л. Скажем, что вектор-функция (yi,T2)6 

GC([a, £>]; R2) принадлежит множеству A*(fi,f2) (множеству 
-4«(/ь/>)), есл.и существует множество меры нуль /о такое, что 
при всех tG[a,b]\I0 и x2£R соблюдаются неравенства 

If I (t, Yi (0 - ха) - 7 i ' (0 ]'[x2-:V2 (0 ]>0 
и 

•h V, Yi CO. Y- (0) >ъ' (0 (fa (t, Yi (0 • Y2 (*)')<Y2' (0) • 
Определение 8.2. co6C(R; ]0,+oo[) называется функ

цией Н а г у м о , если 
О +оо 
C * e f _ « » + « . (8.6) 
JCU(S) Jco(s) ^ v ' 

—оо О 

8.2. Леммы об априорных оценках. 
Лемма 8.1. Пусть r16R+) r26]ri> + °° [> 7cR —интервал, 

h06L([a, b]\ R*), h&L(I; R+), weG(R; ]0, '+ oo[) и 

'• ?-sra">H-*blU+ll*ilU- ' S-sTO"<n-*olU+ll-*ilU- (8-7> 
Тогда для любых t\£[a,b[, №]и,Ь] и /o--[ti.k] произвольная 
вектор-функция (xi,x2)6C(pi,.t2]; IXR), удовлетворяющая 
системе дифференциальных неравенств 

x1'(0x2(0X>> x2
/Wsign[(f-?o)x2(0]{le} 

^[ho(t)+h1(x,(t))\x/(t)\]a(x2(t)) при *,<*<*., (8.8) 
и условию 

1x2(4) |{le}-i. (8.9) 
допускает оценку 

1x2(0 |<Г8 ПРИ *!•<*<*-. (8.10) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сперва, что если /о<^2 то 

1x2 (0 К ^ П р и t0{le}*{le}-2. (8.11) 

Допустим противное. Тогда ввиду (8.9) найдутся числа "i6 
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$[to, h[, s26t].Si, t2] и cr€{— 1, 1} такие, что 
ax2(s{)=ru ax2(0 > 0 при s , < f < s 2 i ax2(s2) =r2. 

Поэтому из (8.8) находим 

<l|AoiU + ||k1||i, 
что противоречит условию (8.7). Полученное противоречие до
казывает справедливость неравенства (8.11). Аналогично по
кажем, что 

1x2(0 | < Г 2 npH /l{le}^{le}t0. 
Следовательно, имеет место оценка (8.10), Лемма доказана. 

Лемма 8.2. Пусть a{le}a0<£o{le}'-', ri6R+ (t=0, 1), /c:R — 
интервал, h05L{[a, b]; R+), h1GL(/;R+), со — функция Нагумо, 
а бб/С([а, b] XR+; R+) —неубывающая по второму аргументу 
функция, причем 

» . 

§5(t,r1)dt>r0. (8.12) 
a-

Тогда существует число г2£]гь +оо[ такое, что любая вектор-
функция (Хъ х2)еС ([a, b]; IXR), Удовлетворяющая системе 
дифференциальных неравенств 

x;(t) sign A:2(t)>6(t, |x2(t)|) при a<t<b, (8.13) 
x; (0 sign x2 (t)> - [h0(0 + hx (xx (t))\ x[ (0|]ш(x2(0) 

при a<t<b0, (8.14) 
x2 (t) s ign x2 (t)< [A0(t)+k (Xl (0)| x[ (t)\\ a> (x2(0) 

при ao<t<b (8.15) 
и условию 

1x1 (6o)—xi(a0)|{le}r0, (8.16) 
допускает оценку 

1x2(0 l<-"2 при •a{le}t{le}6. (8.17) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу (8.6) существует число г2£\г\, 

+ oa[ такое, что соблюдаются неравенства (8.7). 
Если предположить, что 

1x2(0 I ^ П ПРИ ao{le}̂ {le}'-,o-
то согласно (8.12) и (8.1З) находим 

I xi (6o)-xi (flo)| > J б (t, ri) dt > r0. 
Co 

Но это противоречит неравенству (8.16), Следовательно, для 
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некоторой точки <*о6[а0, ЭД имеем 
|x2(MI<n. 

С другой стороны, из (8.13) — (8.15) вытекают неравенства (8.8),. 
где tj = a и t2 — b. Поэтому в силу леммы 8.1 справедлива оценка 
(8.17). Лемма доказана. 

Л е м м а 8.3. Пусть riGR+, / c R ~ интервал, h0eL(.[a, 6],: 
R+), hi&L(I; R+), а © — функция Нагумо. Тогда существует 
число г2£]г\, +оо[ такое, что любая вектор—функция (хи x2)G 
ьС(\[а, Ь]\ /XR), удовлетворяющая системе дифференциальных 
неравенств 

xj(/)x2(!f)>0, x2(t)signx2(t)< 
<[h0(t) + h1(x1(t))\x'1{t)\](>>(x2(t)) при a<t<b 

и условию 
1x2(0) |{le}n, 

допускает оценку (8.17). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем число г2й]г\, +оо'[ таким 

образом, чтобы соблюдались неравенства (8.7). 
Поскольку (хи х2) удовлетворяет системе дифференциаль

ных неравенств (8.8) и условию (8.9), где ti — t0 = a и t2—b, то 
в силу леммы 8.1 справедлива оценка (8.17). 

, Л е м м а 8.4. Пусть сЦа, b], IczR — интервал, /i06L([a, b]; 
R+), h\&L{I\ R+), а а —функция Нагумо. Тогда существует 
число г.2.3]/-!, +оо'[ такое, что любая вектор—функция (xi, x2)& 
.-.<?( [а, Ь]; /XR), удовлетворяющая системе дифференциальных 
неравенств 

х\ (t)x2(t)^0, x2'{t)sigxi[(t—c)x2(t)] {le} 
^[h0(t)+hl{x1(t))\xl'{t)\] <a(x2(t)) при a<t<b 

и краевым условиям 
.|j&(a)|{le}r,, |x2(b)|{le}ri, 

допускает оценку (8.17). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть r2&]ru +{infty}'[ выбрано таким 

образом, что выполнены неравенства (8.7). Тогда в силу лем
мы 8.1 справедлива оценка (8.17), ибо сужение вектор—функ
ции {х\, х2) на отрезок \[а, с] (на отрезок \[с, Ь\) удовлетворяет 
неравенствам (8.8) и (8.9), где ti = fo—я'и t2 = с (ti — c и t0= 
•=t2 = b). 

8.3. Теоремы существования. 
Т е о р е м а 8.11. Пусть выполнены условия (8.3) и сущест

вуют (en, a2)eA*(fb /2) и (рь p2)eA*(fb f2) такие, что 
«1(t){le}P1(0 при a{le}/{le}b, (8,18) 

{(xi, xs) :xj<osi(a)> x2>a2(a)}ri5i-
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-{(*•> x2) :x i>Pi (a) , л;2<р2(а)}П51-0, (8.19) 
{(xi, x2) :x1<ai(b), x2<a2(b)}f]S2 = 

= {(*i. x2) :x1>p1(6), x2>p2(2)}nS2==0. (8.20) 
Пусть, кроме того, 

/i(t, xi, 1x2)s'ignx2>6(f, |л:2|) при a<t<b, ai(t){le}x1{le}Pi(t), 
x2QR, (8.21) 

fu(t, Xi, x 2 ) S i g n x 2 ^ 

>—[h0(t)+hi\fi(t, x b x2)|](o(x2) при a<t<b0, 
•ai(t){le}*i{le}ft(0, Л-6Я (8-22^ 

и 
Ы^- xl , *2)Signx 2{le}[ / l0(O+"l |M- '> x b x 2 ) | M x 2 ) ПрИ 

aD<t<b, ai(t){le}*i{le}Pi(0, x2e#> (8.23) 
где a{le}a0<--'o-<-', h0GL(;[a,b]; R+), h\&R+, CU —функция Нагу-
MO, a №K([a, b] XR+; R+) — не убывающая по второму аргу
менту функция, причем 

ь„ 
lim ^6(*, p)d2.----+a>. (8.24) 

Тогда задача (8.1), (8.2) имеет решение (х,, х2) такое, что 

ai(0{le}xi(0{le}P1(0 при a{le}t{le}6. (8.26) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

/-o='l + ||a1|| + ||Pil|, / = ] - r o , r&, MttV-eA,. 
Согласно (8.24) существует положительное число г\, удовлет
воряющее неравенству (8.12). Выберем r2e;]ri, +°°[ таким об
разом, чтобы было верно заключение леммы 8.2. 

ПОЛОЖИМ 

if Л (t. Pi (t). x2) ПрИ xi > p! (i), 
f(t, xi, x2) — \f\(t> Хъ x2) при a i ( t )<x 1 <p 1 ( t ) , (8.26) 

l/l(*> «lW, x2) ПрИ xi<Oi( t ) , 
2 

г — г2 + 2 ( | | а 2 | | с + ||М|с), 

% ( S ) - = 

/=i 
1 при 0 < - s < r , 

s 2 —у при r < 5 < 2 r , (8.27) 
.0 при s > 2 r , 

g(t, s ) - s + max{| / 2 (t, Pi (*), p2 (i))-/2 (t- Pi (0. ») I: 
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Ji (t-> xi> •x2)== 

X ( IX, |) /„'(t, P1 (0, *2) + g (^ i * Д % f ] ПРи * > М * ) 
X ( 1*2 | ) / 2 (<. x l , x 2 ) При Oh (0 < x l < P l ( 0 . ( 8 ' 2 9 ) 

x (1*21)Л (t, «1 (t), x2)-g- (*, i ^ ) при xi <«1 (0 
Hi-={(—r,Xa): — r<x2<a2(a)}U{(xi, —/•): —r<x1<§i(a)}, 

' H2 = {(Л A:2):P2(a)<x2<-r}U{(xi, r):a1(a)<^i<r} ) 

D = [ - r , r ] X [ - r , r], 

51 = (51П^)и Hi (8.30) 
< - 1 

и рассмотрим задачу 
-§---= 7i(t..JCi,«2) ( г - 1 , 2 ) , (8.31) 

( ^ ( a ) , ^ ^ , (x!^), x2(6))6S2. (8-32) 
Ввиду равенств (8.26) и (8.29) из условий, а ==(01, cs2)6A*(/1- /2) 

и Р=(Р1, p2)6A*(fi,' fi) следует, ЧТО а и р являются нижней1' 
и верхней вектор—функциями дифференциальной системы 
(8.31). Сама же система (8.31) не имеет сингулярных решений. 

Ввиду (8.3), (8.19) и (8,3.0) множество SV является ограничен
ным континуумом, причем 

Sin-Wa(a)^0, S-n/i<;rV)=7-=0. 
С другой стороны, из (8.3) и (8.20) следует, что множество S2 
удовлетворяет условиям в) и г ) теоремы 7.1. Согласно этой тео
реме задача (8.31), (8.32) имеет решение (хЬ x2)> удовлетво
ряющее условию 

(xi(t), x3(t))ma(t)[J№{t) при a<*{le}b. . (8.33) 
Докажем, что ' 

•JKi(t){le}ft(t) при a{le}t{le}6. (8.34) 
Допустим противное. Тогда найдется иЩа, Ы[ такое, что 

*i(to)>Pi(fo). 
Обозначим через U точную нижнюю грань тех ^Ща, to[, д л я 

которых 
x i ( 0 > P i ( 0 ПРИ t1---St{le}to. 

Ввиду (8.33) 
x i ( 0 > P i ( 0 , *2(t){le}M0 при t.<t{le}t0. ,(8{cdot}35) 

•' См. определения 7.1 и 8.1. 
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Поскольку (36A*(fb f2), из (8.26) и (8.35) находим 
xi'(ty-fr'{ty=fi(t, M t ) . *s(0)-Pt'(0{le}0 при U<t<h 

и 
x1 (t.) - P 1 (̂ .) > * , (^o)—Pi <̂ o) >0 . 

Отсюда в силу определения t, следует, что t — а. Таким обра
зом, 

xi И > Pi («). x2 (a) {le}p2 (а). 
Однако согласно (8.19) и (8.30) 

(xi, x2)^Si при xi>p1(a), ;c-<p2(a). 
Поэтому 

x2(a) = p2(a). - (8.36) 
He ограничивая общности t0 можно считать настолько близким 
к а что 

Ш*)\<г, | л ' а (0 -Р2(0К i + i%?ll% при a<t<tQ. 
С учетом этих неравенств из (8.27) — (8.29) получим 

Но это невозможно ввиду (8.35) и (8.36). Тем самым справедли
вость оценки (8.34) доказана. 

Аналогично докажем, что 
x i ( t ) ^a i ( t ) при a{le}t{le}6. 

Следовательно, выполнено условие (8.25). 
В силу (8.21) —(8.23) и (8.25) — (8.29) вектор—функция 

(xi> x2) удовлетворяет неравенствам (8.13)—,(8.16). Поэтому 
согласно выбору г2 имеем 

1x2(0 L<r2{le}r при a{le}f{le}b. (8.37) 
Ввиду оценок (8.25) и (8.37) из (8.26) — (8.31) вытекает, что 
(xi, x2) является решением задачи (8.1), .(8.2). Теорема дока
зана. 

Т е о р е м а 8.12. Пусть выполнены условия (8.3), множества 
511 и 52i ограничены и на '[a, b] XR2 соблюдаются неравенства 

6(t, \x2\)^fi(t, хь xi)signxa^g(t, |x2|)oJo(xi) (8.38) 
и 

\fs(t, xi, x2) |{le}[ft0('0 +Ai(xi) \h(t, xu x2) | ]a(x a) , (8.39) 
где h06L('[a, b]\ R+), h^L{R\ R+), co0 и «в— функции Нагумо, g 
и 5б.К([а, b]XR+; R+), причем 6 не убывает по второму аргу-
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менту и 

Hm C8(t, р)Л.--» + оо. 
p.-*—t-co J 

Тогда задача (8.1), (8.2) разрешима. 
.Доказательство . Пусть 

ао = а, Ьо—b, I=JR, 
а Го и г\ —• такие, положительные числа, что 

S n c ] - £ . £ [ • ' ( i - 1 . 2 ) (8.40) 

и выполнено неравенство (8.12). Не ограничивая общности мож
но считать, что 

a(/,p)-=8(t, n) при р>г1 (8.41) 
и функция g не убывает по второму аргументу. Подберем 
•"2е] ги +°°{ таким образом, чтобы было верно заключение лем
мы 8.2, а Гзб]."о. +°°'[ возьмем настолько большим, чтобы 

\ wk>\s {t>r-> dt' f WW > \ г «•r-> dL (8'42) 
'o a —ra a 

ПУСТЬ Г = Г2 + Гз, 

a %—функция, заданная равенством (8.27). Положим 
/i(^xi>x2)—(l-%(|xiJ+|x2l))S(*> |х2j)sig-nлг2 + 

+ %Ш+№ЫЬ*иХ2)> (8"43> 
'A(-. .*i-*2) — %( |xi | + |x2 |)/2(t> хг,х2) (8.44) 

и рассмотрим краевую задалу (8.31), (8.2). 
Ввиду'(8.3.8). (8.39) и (8.41) из (8.43) и (8.44) следует, что 

/ 1 и / 2 на [a, b]XR2 удовлетворяют неравенствам 
e(t. |x2 | )< fx (Ь xi> x2)signx2{le}5(ti \xa\)(Oo(Xi); (8A5) 

| / 2 ( ^ x l > x 2 ) | < [ A o ( 0 + A l ( x l ) | / l , ( ^ ! - x l . x2) | ]M(x2) (8-46) 

2 

2 2 I/ i(Mi> *?)!</*(••). ' (8A7) 

/*(0==max 2 | / i ( / , x 1 , x 2 ) | : | x i | + |x2|<2rI. 

Пусть X(a, Si) —множество всех решений системы (8.31), 
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удовлетворяющих условию 
(xi(c), x2(a))QSu 

Тогда в силу леммы 7.1 множество 
Sid—{(л:1(й), x2(6)) : (xb х2)вХ(а, 5,)} 

является континуумом. 
Согласно (8.3) и (8-40) существуют 

(xu, x2h)ZX(a, Si) (k = i, 2) 
такие, что 

ь 
\Хц,(а)\<г-$, {~\)kxu{a)>r + ^:f*(t)dt (k—l>2). 

а 
С учетом неравенств (8.12), (8.45) и (8.47) находим 

t 

— \)kXu{t)>{~l)kx2k{a)-'ijf*{x)dx'>r при a<t<b (£--=1, 2). 
а i 

и 
• * 

(-l)*xlft(&)>(-1)4x1A(a)+j6(T,|x2(t)|)dt> 
а 

ь 
> j 6 ( t , r 1 ) d t - | x 1 A ( a ) | > ^ (k = l,2). 

а 
Следовательно, континуум 510 имеет как точку, расположенную' 
левее полосы 

D-{(xi. x 2 ) e # 2 : - § < • * ! < % , x26/?}, 
так и точки, расположенные правее этой полосы. С другой: 
стороны, ввиду (8.3) и (8.40) 

S2czD, infS22 =—°°, supS22--- + oo. 
Поэтому 

SionS2{ne}0, 
т. е. задача (8.31), (8.2) разрешима. 

Пусть (xi,x2) —произвольное решение задачи (8.31), (8.2).. 
Покажем, что оно является и решением задачи (8.1), (8.2).. 
В силу (8.43) и (8.44) для' этого достаточно установить, что 

Ixi (t) 1+1x2(0 \<г при a^t^b. (8.48) 
Из (8.40), (8:45) и (8.46) ясно, что (хи х2) удовлетворяет 

неравенствам (8.13) —(8.16). Поэтому ввиду выбора т2 оно до
пускает оценку (8.17). Из'(8.17), (8.40) и (8.45) имеем 

|x2(a) | <r0, |x2(0 \'<g(t, r2)o0(xi (0) при a<t<b. 



Отсюда с учетом (8.42) находим 
\x\(t) | < r 3 при a{le}£{le}6. 

Следовательно, справедлива оценка (8.48). Теорема доказана. 
Приведенные ниже теоремы 8.2,- (£=1,2) и 8.3 содержат 

признаки разрешимости задачи (8.1), (8.2) ь случаях, когда 
множества Si (t = l,2) удовлетворяют условиям (8.4) и (8.5). 
Доказательства этих теорем мы опускаем, ибо они аналогичны 
доказательствам теорем 8.1h (fe=-l,2). Основная разница за
ключается в том, что вместо леммы 8.2 применяются леммы 
•8.3 и 8.4. 

Т е о р е м а 8.21. Пусть ( а ь a2)6A»(fb f2), (рь p2)6A*(fi> fa) и 
выполнены условия (8.4) и (8.18)—-(8.20). Пусть, кроме того, 
на множестве 

{{t,xux2):a<t<b, ai(*J{le}*i<a-(i), х2Щ (8.49) 
соблюдаются неравенства 

/i(^,x1,x2)slgnx2>0 (8.50) 
и 

h{t,xl,xi)sign..xs^[ho{t)+hi\f1(t,xuxay\](o(x2), (8.51) 
где ho&L([a,b]; R+), hi6R+, a «> — функция Нагумо. Тогда за
дача (8.1), (8.2) имеет решение (xi,x2). удовлетворяющее 
условию (8.25). 

Т е о р е м а 8.22. Пусть выполнены условия (8.4), множество 
S2i ограничено и на [a, b] X R2 соблюдаются неравенства 

0<f 1 (т., хч) sign x2<g(t, |x2 \) Й2(xi) (8.52) 
и 

f2(^, xi, x2)sign x2-{le}Iho(t) +hi('xi) U1( ,̂ -Xi, x2l]co(x2), (8.53) 
где geK('[a,b]XR+; R+), h0&L(\[a,b]; R+), M L (R; R+), a co0 и 
Ш — функции Нагумо. Тогда задача (8.1), (8.2) разрешима. 

Т е о р е м а 8.3. Пусть (аи a2)&At(fuf2), (рь h)GA*(fu f2) и 
выполнены условия (8.5) и (8.18) — (8.20). Пусть, кроме того, 
на множестве (8.49) соблюдаются неравенства (8.50) и 

Mt, хи х*) sign[ (*—c)x2]{le} 
< [ M 0 + « i Ifi(~> Xuxz) |]со (xj), (8.54) 

где сб[а,6], hQ£L([a,b]; R+), hiGR+, а оз — функция Нагумо. 
Тогда задача (8.1), (8.2) имеет решение {хих2), удовлетворяю
щее условию (8.25). 

В заключение этого пункта рассмотрим случай, когда крае
вые условия (8.2) имеют один из следующих трех видов 

x.(a)=q>.(x2(a)), Х1(Ь)=<р2{х2{Ь)), (8.55) 
' *s(a)=q>i(xi(a)), xi(b) =уг(х2(Ь)) (8.56) 
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и 
x2(a)=cpi(xi(a)), ^(--О—фг^. (->)). (8.57) 

Из теорем 8.1fe, 8.2^, (й = 1,2) и 8.3 непосредственно вытека
ют следующие предложения. 

С л е д с т в и е 8.11. Пусть (а ь а2)бЛ.(/1, fa), (рь £2)6A* (fuft), 
Ф- (а) >аг (а) при а>а2 (а), Ф! (гг)<ft (а) при и < р2 (а), 
ф2 (и) > а, (Ь) при и < а2 (Ь), Ф2 (а) < р1 (Ь) при и> р2 (Ь) ( 8 -58* 

и выполнены неравенства (8.18) и (8.21) — (8.23), где а^.а0<, 
< 6 О 0 , h0£L([a,b]; R+), h.6R+, и — функция Нагумо, а б& 
£К{[а, b] XR+; R+) — не убывающая по второму аргументу 
функция, удовлетворяющая условию (8.24). Тогда задача (8.1),. 
(8.55) имеет решение (xi,x2), допускающее оценку (8.25). 

С л е д с т в и е 8.12. Пусть 
sup{|qj«(«)| : u6R><+oo (/ = 1,2) (8.59> 

и на [a, b] XR2 соблюдаются неравенства (8.38) и (8.39), где 
/i.-6L([a,&]; R+), hxbL(R\ R+), ©о и ш — функции Нагумо, g и 
8&K{[a,b]xR+'> R+)> причем 8 не убывает по второму аргумен
ту и 

lim f 6(t, p)d?=- + oo. 
P->-+o- a 

Тогда задача (8.1), (8.55) разрешима. 
С л е д с т в и е 8.2Ь Пусть (аь a2)eA(fb j 2 ) , (|3i, p")6A*(fi,f2)r 

Ф1[а1(а)]<сс2(а), ф1[^(а)]>р2(а) (8.60) 
и выполнены условия (8.18) и (8.58). Пусть, кроме того, на 
множестве (8.49) соблюдаются неравенства (8.50) и (8.51), где 
/i06L([a,b]; R+), hi-5R+, а a— функция Нагумо. Тогда задача 
(8.1), (8.56) имеет решение (л:1,д;2)—, удовлетворяющее усло
вию (8.25). 

С л е д с т в и е 8.22. Пусть 
sup{ 1ф1 («) | : u6R}|<+oo 

и на [a ,b ]xR z соблюдаются неравенства (8.52) и (8.53), где 
Яб/С([а, &]XR+; R+), h0&L([atb]- R+), ^eb(R; R+), a co0 и © — 
функции Нагумо. Тогда задача (8.1), (8.56) разрешима. 

С л е д с т в и е 8.3. Пусть (аь a2)<-A.(fiJ2), (Рь р2) бЛ* (fb/..), 
Ф з К ^ К с ^ ) , ф2[[31(Ь)]<р2(Ь) 

и выполнены условия (8.18) и (8.60). Пусть, кроме того, на 
множестве (8.49) соблюдаются неравенства (8.50) и (8.54), где 
ce[a,b], h0BL([a,b]; R+), М # + , а © — функция Нагумо. Тогда 
задача (8.1), (8.157) имеет решение (xi,x2). удовлетворяющее 
условию (8.25). 



8.4. Теоремы единственности. 
Т е о р е м а 8.4. Пусть fi и fs имеют частные производные по 

«фазовым переменным, принадлежащие классу К([а, b] XRZ; R), 
причем существуют об{—1, 1} и множество положительной ме
ры /{subset} [a, b] такие, что . 

dmdMt,*LX*)>Q п р и a < t < b , (jc.1. .jc2)eR2 (ft—1,2) (8.61) 
ОХз-k 

И 

dfk(t хихг) ^ п р и tef. X 2 ) e R 2 ( f e = = 1 ) 2 )_ ( 8 6 2 ) 
С/Ла-ft . 

Пусть, кроме того, для каждого гб{1, 2} произвольные точки 
(xi, х2) и (t/ь г/2) множества Si удовлетворяют неравенству 

• ( -1 ) --'о (Jfi—jTi) ;(!*2—У2')>0. 
Тогда задача (8.1), (8.2) имеет не более одного решения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что задача (8.1), (8.2) 
имеет два различных решения (хих2) и {У\,у2). Тогда либо 
-x1(&){ne}!/i(-}0> либо x2(a){ne}«/2(a). Для определенности будем 
считать, что 

x1(a)> i /1(a) . (8.63) 
Положим 

ul{ty=xl(t)—yl(t),u2(t)=a[x2(t)—y2(t)]. 
Ввиду (8.61) и (8.62) 

u/V) =£.,(/)u t(t) +g{2(t)u2(t) ( i - l , 2), (8.64) 
ruegi,4eL([a,b]; R) (i,ft=l,2) и 

gk3-h(t)>0 при a<t<b, .gks-k{t) > 0 
при te/ (ft=l,2). (8.65) 

С другой стороны, согласно ограничениям, наложенным на Si 
( i= l ,2 ) , и неравенству (8.63) 

«1(a)>0, u2(a)>0 (8.66) 
и 

«i(b)"2(fe){le}0. (8.67) 
В силу (8.65) и (8.66) из (8.64) вытекает, что 

и1(0>0, •и 2 (0>0 ПРН a{le}/<6 и «2(Ь)>0, 
но это противоречит неравенству (8.67). Полученное противо
речие доказывает теорему. 

С л е д с т в и е 8.4. Пусть fi и f2 удовлетворяют условиям 
теоремы 8.4, а функции (—1){-ха(р{ (i.=l,'2) не убывают. Тогда 
каждая из задач (8.1), (8.55); (8.1), (8.56) и (8.1), (8.57) име
ет не более одного решения. 

Аналогично теореме 8.4 доказывается 
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Теорема 8.5. Пусть ft и f2 имеют частные производные по 
фазовым переменным, принадлежащие классу К([а, b] XR2; R), 
причем для некоторого стб{—1, 1} соблюдается неравенство 
(8.61). Пусть, кроме того, существует ..б{1, 2} такое, что произ
вольные не совпадающие точки (хи х2) и [уи у2) множества S( 
удовлетворяют неравенству 

(— 1)---CT(A;I—у{) (х2—у2) >0, 
а произвольные точки (x1, х2) и (//1, у2) множества S3-. — не
равенству 

(—l)ra(xi—yi)Xxa—y2)^b. 
Тогда задача (8.1), (8.2) имеет не более одного решения. 

Следствие 8.5. Пусть f1 и f2 удовлетворяют условиям 
теоремы 8.5. Пусть, кроме того, существует t"6{1, 2} такое, что 
(—1)1-1'0<р. возрастает, а (—1)*афз-( не убывает. Тогда каждая 
из задач (8.1), (8.55); (8.1), (8.56) и (8.1), (8.57) имеет не бо
лее одного решения. 

Глава 4 
ПЕРИОДИЧЕСКИЕ И ОГРАНИЧЕННЫЕ РЕШЕНИЯ 

§ 9. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ МНОГОМЕРНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ 

В настоящем параграфе установлены признаки существова
ния и единственности ю — периодического решения дифферен
циальной системы 

^=fi(t,xb...,xn) (i=-1, ; . . f f t ) (9.1) 

и указан способ его построения. 
Предполагается, что а»>0, функции fi:RXRn-{to}R (i — l,... 

. . . , п периодичны по первому аргументу с периодом <а, т. е. 
Mt+co, x i , . . . , xn)=ft(t, хи..., хп) (i=l,...,n), (9.2) 

и их сужения на |[0, ш] X ^принадлежат классу Я(1[0, ю]Х 
XR"; R). 

Под Ьы ниже подразумевается множество ю — периодиче
ских функций р : R-y-R, сужения которых на [0, со] принадле
жат пространству L(![0, со]; R). 

Если p{in}Iffl и j"p(t)dt-7-=0, то положим 
. о 
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g(p)(t,*)=-

1—exp jp(s)ds ехр Jp(s)ds приЮ<т;<^ 

1 — exp И p (s)ds exp j p (s) ds + j p (s) ds 
(9.3) 

при / < t < » . 

9.1. О множестве U°l 4 
CO 

Определение 9.Г Пусть <?.6{—1, 1} (i — 1, • • • . 4 Ска
жем, что матричная функция (Pik)n

iik^x принадлежит множеству 
U% Ч если Pi£La(i, k = l, ,..,n), pik(t)>0 при t6R, 
1фк, и система дифференциальных неравенств 

ад;(*)<2М-)Ы~) (f==i, •••-") (9.4) 

не имеет ненулевого неотрицательного со—периодического 
решения. 

Лемма 9.Г Если 

то 
(Pitiful1 "". 

§plt(i)dt<0 (г = 1, . . . ,n) . 

(9.5) 

(9-6) 

Доказательство . Предположим, что для некоторого 
7"6{1. ...,Я} 

ю 

\pu{t)dt>0. 
о 

Подберем функцию р&ш таким образом, чтобы 

p(t)<pjj(t) при ieR и |p(t)dt==o. 
о 

Тогда вектор-функция (г/г)?=-1> где 

M-O-ssO при i ^ / , •t/j(t)=-=expfoyj'/7(t)dtJ, 

является ненулевым неотрицательным со — периодическим реше
нием системы (9.4). Но это противоречит условию (9.5). Тем 
самым справедливость неравенств (9.6) доказана. 
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Лемма 9.2. Для выполнения условия (9.5) необходимо и 
достаточно, чтобы 

(Р; (<p<H)?_i)e-j(*i. ...,tny), (9.7> 
где 

^_i-=£Lco (i = i, . . . ) f t ) , (9.8) 

%i(yi, •••>y„) = yi(®-ti) (i — 1, ...,n), (9.9) 

a P—сужение матричной функции {pik)n
iih^ на [0> ®\-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть соблюдается условие (9.5). 
Тогда по лемме 9.1 выполнены неравенства (9.6). Поэтому для 
каждого i{in}{1,...,n} периодическая задача 

"f f — 0(jM*)tt. -а(0)-—»И (9-Ю 
имеет только нулевое решение и ее функция Грина g. допускает 
представление 

gi(t, )̂ — о^(а^П)( / , t) (i = l, . . . ,« ) , (9.11) 
где g--оператор, заданный равенством (9.3). Допустим теперь, 
что нарушено условие (9.7), т. е. задача 

п 

x\{t)%\%b(t-t?)<2tplk(t)x.k(t) приО<*<со (i = 1,...,n),(9.12) 
ft,-1 

x i ( ^ ) < ^ ( w - ' О (- = -> •••'.«) ( 9 Л З ) 
имеет ненулевое неотрицательное решение (x;)^. Ввиду (9.8) 
найдутся 

a,6R+, q&L ([0, со]; R.,) (г -== 1, . , . , п) (9,14) 
такие, что 

п 

х'^^о^рнфХъХЦ — амУ) (i = 1, ...,n), 
ft-i ' • 

x, (со)-=-x£ (0)-]-о,аг (t=--1, . . . ,«) . 
Отсюда с учетом (9.6), (9.11) и (9.14) находим 

ев 

Xi(t)^—aig(aipu)(itO) — ^g(alpn)(iix)qi(x)dx + yt(t)<yi(t) 
о 

при 0<t{le}co (i = 1, . . . ,« ) , 

•' См. определение 4.1. 
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где 
а Г л 

Ясно, что 
г/,(0) = ^ (со) ( i - = 1 , . . . , я ) 

и 
п п 

•<>1У'1(*)'=Ри({)У1(*)+ 2 Л * ( 0 Л : * ( 0 < 2 Л * С ) Й ( 0 

при 0 < t < и (г •--= 1, . . . , л). 
Следовательно периодическое продолжение (t/;)"=1 Ha -R является 
ненулевым неотрицательным со — периодическим решением си
стемы. (9.4). Но это противоречит условию (9.5). Полученное 
противоречие доказывает, что из (9.5) вытекает (9.7). 

То, что из (9.7) следует (9.5), очевидно, ибо сужение на 
[О, а»] произвольного со — периодического решения системы 
(9.4) является решением задачи (9.12), (9.13). Лемма дока
зана. 

Лемма 9.3. Пусть /?iA6Lffl (i, k = l , ...,ti), pik{t)>Q при 
tQRi i7--k, и выполнены неравенства (9.6). Пусть, кроме того, 
собственные значения матрицы S = (sui)fikt=v где 

$а=0, slft=maxl\g(oipil)(t,x)pill(x)dx: 0 < t < ( u | при i=---k 
[о ' J ' 

по модулю меньше единицы. Т о г д а с о б л ю д а е т с я условие (9.5). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с т ь (г/г)?_1 — произвольное неотрица

тельное со — периодическое решение системы (9.4). Ввиду (9.6) 
и (9.11) 

Vt (0 < 2 | g (otPu) (i, t) Pik (t) yh (t) dx 

при 0 < t < ю (i =•1, . . . , n). 
Поэтому 

(1Ыс)^1<5(|Ы|с)?==1. 
Отсюда следует, что ||yt ||c=--0 (i=-1r ..•>«), так как собствен- ' 
ные значения матрицы S по модулю меньше единицы. Следова
тельно, соблюдается условие (9.5). Лемма доказана. 

Лемма 9.4. Пусть Р = {Pik)'i,h=\ — постоянная матрица и 
p.fe^0 при i¥=k. Тогда для выполнения (9.5) необходимо и 
достаточно, чтобы действительная часть каждого собственного 
значения Р была отрицательной. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть соблюдается условие (9.5). 
Тогда согласно лемме 9.1 

ри<0 ( / = 1 , . . . , п). (9.15) 
Положим 

Sii=.0. sik=—PtklPu при i-H-k, .S----(sift)"ft_1. 
Для отрицательности действительных частей собственных зна
чений Р необходимо и достаточно, чтобы 

r(S)<l, (9.16) 
где r(S)—спектральный радиус матрицы S. Следовательно, 
нам надо доказать, что выполнено (9.16). Допустим противное, 
что 

г---г(5)>1. 
Ввиду неотрицательности 5 существует ее неотрицательный соб
ственный вектор (у()1=1, соответствующий собственному значе
нию г. Ясно, что 

п п • 

0=РиУ1 + г~г {sum} А А У Л < 2 А ^ (i = l , . . . ,n ) . 
. Ьф1,к—\ А---1. 

•Следовательно, (Уг)?=г является ненулевым неотрицательным со-пе-
риодическим решением системы (9.4). Но это противоречит 
условию (9.5). Тем самым установлена справедливость (9.16). 

Предположим теперь, что действительные части собственных 
.значений матрицы Р отрицательны. Тогда выполнены неравен
ства (9.15) и (9.16). С другой стороны, 

со 

\i(<tiPn)(t' ^Pikdx^—PulPu^Sik при i=£k. 
<r 

Поэтому согласно лемме 9.3 выполнено условие (9.5). Лемма 
доказана. 

Лемма 9.5. Пусть {sigma}i—or2---•••-=<:--., p.{cdot},6Lm (£, k=\,..., n) 
и р,-,(/)^0 при rtR, 1фк. Тогда для выполнения (9.5) необхо
димо и достаточно, чтобы дифференциальная система 

п 

^T^Pikii)yk (i=—.l.....n) (9.17) 

•была асимптотически устойчивой вправо. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для определенности будем считать, 

что 
• (r. = l . ( t= l , . . . , «). (9.18) 

'Случай, когда сг.:=—1 (i=-=1,..., n), рассматривается анало
гично. 
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Пусть 
,А . ftPibV) при *=г=А' 

yv—фундаментальная матрица дифференциальной системы 
п 

-§--2A*(*;Y)*/A (--«i..-..я). (9-19) 

удовлетворяющая условию 
Г~(0)=£, 

E — единичная матрица, а г (7)—спектральный радиус матри
цы монодромии Ут (со). Тогда 

• yT(t)>0 при t>0, Y > 0 (9.20) 
и Л6С(Я+; ]0,+ooi[). 

Предположим теперь, что система (9.17) является асимптоти
чески устойчивой вправо. Тогда 

г(1);<1. (9.21) 
Рассмотрим произвольное неотрицательное со — периодическое 
решение у = (^)«-Г системы (9.4). С учетом (9.18) и (9.20) 
находим y(t)^Yi(t)y(0) при 0{le}£{le}<a и */(0){le}Yr(co)#(0). От
сюда в силу (9.21) вытекает, что </(t)==0. Следовательно, со
блюдается условие (9.5). 

Нам остается доказать, что из (9.5) вытекает неравенство-
(9.21), ибо оно равносильно асимптотической устойчивости 
вправо системы (9.18). Допустим противное, что выполнено 
(9.5), но 

г<1)>1. 
По лемме 9.1 имеют место неравенства (9.6), согласно которым; 

г(0)<1. 
Поэтому существует уб]0, 1] такое, что 

г(у)=1. 
Пусть c6R+

n — собственный вектор матрицы Ут(со), соответ
ствующий собственному значению, равному единице. Тогда 

является ненулевым неотрицательным решением системы (9.19). 
Очевидно, что оно удовлетворяет и системе- (9.4). Но это не
возможно ввиду условия (9.5). Полученное противоречие дока
зывает лемму. 

9.2. Линейные системы. Рассмотрим линейную дифференци--
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альную систему 
dxi 

где 
.... -=2л**(-о-**+мо (--=--•••••«). (9-22) 
att6LM, b.eLB (j, ft=l,..., n). (9.23) 

Теорема 9.1. Пусть существуют натуральные числа т и 
п} ( /—1, . . . , т) такие, что 0-=n0<n1<..-<nm = n, 

а» (О- - 0 (i=-n-_i+1,... , п.; k=.n,+ 1 , . . . , n; 
H m - 1 ) . (9.24) 

и при всех (t, x 1 , . . . , х„)е^х/?" соблюдаются неравенства 
Hj UJ 

°j 2 aik{t)xiXk>a(t) {sum} x2 (;'-=1,...,/rc), (9.25) 
i . f t=ny_j+l '= ' • / . . .1+-

где о ;б{-1, 1} (У = 1,...,-от), a a6Lw и 
со 

^a(t)d?>0. (9.26) 
о . 

Тогда система (9.22) имеет одно и только одно ц> — периодиче
ское решение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 1.1 и условия (9.23) 
для доказательства теоремы 9.1 достаточно установить, что 
однородная периодическая краевая задача 

- ^ - ^ 2 а д (j—i,...,«), (9.27) 

xi(0)=-=x*H (*•=--l..,.,n) (9.28) 
имеет только нулевое решение. Пусть (л:/)^—произвольное ре
шение этой задачи. Положим 

л , 

«;(')--- {sum} *?(-) (У-=1 . . . - . « ) . 
Ввиду (9.24) и (9.25) , 

aiw;(t)=-=20i {sum} xi(t)x;(t)--=2<i1 {sum} atk(t)XiXk>2a(t)tti(t) 
t=na+l i,k=n0+l 

При 0 < i < C D . 
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Поэтому в случае ст1 —1 имеем 

«1(t)exp 2J a(.t)dt, <tti.(cu)=tti(0) при 0<г!<а), 

а в случае аг==—.1 — 

щ (i)exp 2ja(t)dt l^UiiO^tti^w) при 0 < i < со. 

Отсюда согласно (9.26) вытекает, что 
Ui(t)wmO. 

Исходя из этого тождества, с учетом условий (9.24) —(9.26) по 
индукции докажем, ЧТО г̂ (г.)=зО ( / = 1 , . . . , п). Следовательно.. 
я<(7).=0 (i—l,...,«). Теорема доказана. 

Теорема 9.2. Пусть 
•of,a-(<(t){le}p«(0» [a.A(0l{le}P«(0 при teR 

(1фк; i, k = l,..., n), (9.29) 
cr.G{—1, 1} и соблюдается условие (9.5). Тогда система (9.22) 
имеет единственное ©-периодическое решение (x.)?_-i и 

п 

2i\xi(t) — xim(t)\<r0&m при 0<г.<со (m=T, 2,. . .) , 

где (xio)f=;16C([0, со]; R") —произвольная вектор-функция, 

хш (t) = ехр [ J pn (s) ds J хш_х (со — i;) + 

+ \ ехр И рп (s) ds) {sum} ~гй (t) xAm_1 (t) + b i (t) 
(/n==l,2,...), 

dx 

tt = 
l - t f i CD (i=-1.. ..,/г), a /"0>0 и <5б]0. 1[ —не зависящие от 

т числа. 
Доказательство . Пусть ^ и Ф0; (t==1,...,«)—числа и 

функционалы, заданные равенствами (9.8) и (9,9), 
-

/i(t,x1,...,x„)-={sum}aift(-)xft+-'i(0 (*•-1.....»). 

И 

4l
i(t,xl,...,xt) = xi((i> — tl) (.€.-== 1.. . . , 
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Ввиду (9.23) периодическое продолжение решения задачи (4.1), 
(4.2) на R является со-периодическим решением системы (9.22)., 
й, наоборот, сужение на [0, со] со-периодического решения сис
темы (9.22) является решением задачи (4.1), (4.2). С другой 
стороны, в силу неравенств (9.29) и леммы 9.2 выполнены 
условия (4.12), (4.113) и (9.7). Если теперь применить теоре
му 4.5, справедливость теоремы 9.2 станет очевидной. 

З а м е ч а н и е 9Д.В теореме 9.2 условие (9.5) является 
существенным и его ослабить нельзя, ибо, как это будет пока
зано ниже, если ри£Ьш (i, к=\,..., п), pih(t)^0 при tGRr 
i{ne}k и 

{Piu)lk=x$Ull °п, (9.30) 
то существуют Ь{ВЬШ (1 = 1,..., п) и удовлетворяющие неравен
ствам (9.29) функции aih£La (i, k = 1 , . . . , n) такие, что систе
ма (9.22) не имеет со-периодического решения. 

Ввиду (9.30) система (9.4) имеет ненулевое неотрицательное 
решение (y.)f---i. Положим 

.M-H-i-l-M-)!. 
л 

Тогда при любом i6{1> ...,ra} дифференциальное уравнение 
x't (t) = atpt (t) xt (t) + or, h0 i( t) 

имеет единственное со-периодическое решение xL и 
Уi (t)<*i(t) при t£R. 

Поэтому ' ' 
0<h0i(t)=aix'i(t)—pi(t)xi(t)<hi(t) (г-=1, ...,п), 

где 

Aiit^-PiWxiW+^PikitMt). 
*—1 

Следовательно, (x;)"=i является ненулевым со-периодическим 
решением дифференциальной системы (9.27), где 

аи (О-ад (0 + оггт1* (О \ри (t)-Pi (t)b , 
atk(i) = Gi4i(t)Pik{t) при i=^k, 

ГАо/(0/М*)приА,(*)>0 
W ) = \0 при A;(t) = 0 

и 0{le}r1(t){le}l при tGR 
Согласно замечанию 1.2 существуют bSLa (i=\,..., n) такие, 
что система (9.22) не имеет co-периодического решения. С дру-
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гой стороны, очевидно, что функции aik удовлетворяют неравен
ствам (9.29). 

В силу лемм 9.3—9.5 из теоремы 9.2 вытекает 
С л е д с т в и е 9.1. Пусть выполнены неравенства (9.29), 

где (У.е{—1, 1} и р,Аб1ш (i, k~l,..., п). Пусть, кроме того, 
соблюдается одно из следующих трех условий: 

1) собственные значения матрицы (s.ft)?,,-,=.1, где sn — 0, 

5 i f t =max| j g(OiPu)(t, x)pik(x)dt: 0 < t i < c o | при ьфк, по моду-, 

лю меньше единицы; 
2) Pik{t)=pik=const(i, £==1, . . . , и) и действительная часть 

каждого собственного значения матрицы <{Ри$,к~\ отрицательна; 
3) Ь\=icr2= •••— >вп и дифференциальная система (9.17) асим

птотически устойчива вправо. 
Тогда справедливо заключение теоремы 9.2.. 

Т е о р е м а 9.3. Пусть 
a..M0{le}jM0> 0{le}cria<ft(t){le}p..ft(̂  при tGR 

( W ; i,k=h..., n), (9.31) 
сг.:.3{—l, 1} и соблюдается условие (9.5). Тогда компоненты 
матрицы Грина (g{h)tk—i периодической задачи (9.27), (9.28) 
допускают оценки 

Otguit, t)>g{ctu)(t, т » 0 , G„gih{t, т ) ^ 0 при 1фЬ, (9.32) 
где g — оператор, заданный равенством (9.3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть MLm и 
ог4Ь.(0^0 при tGR (i=\,...t n). (9.33) 

В силу лемм 5.1 и 9.2 найдется положительное число г такое, 
что любое неотрицательное решение (л..)?=1 системы дифферен
циальных -неравенств 

п 

°л(о<2л*(')-«*(о+о,*-,*(-') 
а—г 

при 0 < t < © (£=-1, . . .,п), (9.34) 
удовлетворяющее краевым условиям (9.28), допускает оценку 

Xt(t)<r при 0{le}i<<B (i=l,..:,n). (9.35) 
Положим 

(О при s < 0 
3Co(s)=-- \s при 0 < s < r (9.36) 

[г при s>r 
80 



и рассмотрим дифференциальную систему 
п 

dXi- = an(t)xi+ 2 --»(9Xo(*.0 + M*) (* = -. ...>n). (9.37) dt 

В силу условий (9.5), (9.31) и леммы 9.1 

ot§an(t)dt<0 (i = 1, . . . ,и ) . 
о 

Следовательно, однородная задача 

-ar=aH{t)xi, ^;(0)-=^г(со) (i=1, 

(9.38) 

• . п) 

имеет только нулевое решение. Поэтому согласно следствию 
2.1 задача (9.37), (9.28) имеет решения (x.)?=i. 

Ввиду (9.3), (9.33) и (9.38) 
00 Г П ~ 

Xi(t)=Oi yg(au)(t, t) {sum} alk(x)%0(xlt(x))-\-bl(x) d t > 0 
0 \_кф1,к=\ 

при 0<г.<со (i=-1, . . . ,n ) . (9,39) 
Ввиду неравенств (9.31) и неотрицательности вектор-функции 
(x4)£=i ясно, что она удовлетворяет системе (9.34). Поэтому 
в силу выбора г справедливы оценки (9.35). G учетом этих 
оценок и равенства (9.36) убедимся, что (x;)"=i является реше
нием задачи (9.22), (9.28) и, следовательно, • 

xi(0 = 2 J £*/(-• т) М * ) - ^ (t = -> •••.«)• (9.40) 
ft-=-l О 

Из (9.39) и (9.40) имеем 

ft=i 
d t > 0 ( i = 1 , . . . , n). 

Поскольку эти неравенства соблюдаются для произвольных 
функций bi&La (t'-=1, . . . , п), удовлетворяющих условиям (9.33), 
gik (i, k — l,..., ri) допускают оценки (9.32). Теорема доказана. 

Следствие 9.2. Если соблюдаются условия (9.5), (9.31) 
и (9.33), то система (9.22) имеет единственное со-периодическое 
решение и оно неотрицательно. • 
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9.3. Нелинейные системы. 
Т е о р е м а 9A. Пусть при всех tQ[0, со], (xO^eR'S Gh)"-_i6 

6R" соблюдаются неравенства 

fi (t, xi> • . ., Х„)—£ pifi(i) x i , . • . , Xn)Xk < 

"У "/ . 

° / 2 р ( * ( ' ' --I> •••>xn)yiyk>a(t) {sum} t/f (У----1, . . . . да) 
г.ft=i ' = ' V - i + 1 

и 

2 IЛ*С'-«г» . . . . .*n)| <#'(*)• 

где о---.n0<ni<...<««-n, о-е{—1.1}, р£*е^([о, co]xR"; R> 
(i, k=--L . . . , n), а и ЬеЬш 

pti(t,Xi, . . . , x n ) — 0 
(i = n/_i+1> •• -, «;-; k = «y+l, . . . , n; у == 1, . . . , т.—1), 

j a ( t ) d t>0 , 
о 

а функция q%K ([0, со] X R+; R+) не убывает по второму аргу
менту и 

ш 

lim iW(^,p)dt-0. 
й-ь+со Р ^ 

Тогда система (9.1) имеет хотя бы одно со — периодическое 
решение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через S множество всех 
матричных функций (aift)f.ft.--i6L ([0, со]; RnXn), удовлетворяющих 
условиям (9.24) —(9.26) и 

п 

2 I < W O I < M O ПРИ o<**<o>. 
Как было показано выше1), для любой (aik)^k^S задача (9.27), 
(9.28) не имеет ненулевого решения. С другой стороны, 

.>**(- . -МО. ••• .^(•)))?, f t = 1e5 , 
*> См. доказательство теоремы 9.1. 
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если только (xi)"==16G ([0, <в]; R"). Легко видеть также, что 
если 

(a(£>)»ft=1eS (/=1,2,...) 

и 
i • t 

lim \ a^)(r)dt== j aik(%)4x равномерно на [0, со], (i, k = 1, .... n)r 
/ -Ч-00 о о 

то (alk)lk=fiS-
Из вышесказанного следует, что матричная функция {Pik)1ik=st 

удовлетворяет условию Опяля относительно пары (1,10), где 
1(хи . . . , x„) = (x/ (со) — x;(0))?=1 и / 0 ( х и . . . , хл) = 0. Поэтому 
согласно теореме 2.1 задача (9.1), (9.28) имеет хотя бы одно 
решение (x;)f=1. Ввиду (9.2) периодическое продолжение (xi)f=,1 

на R является со-периодичесшш решением системы (9.1). Тео
рема доказана. 

Учитывая (9.2), легко убедимся, что из теоремы 4.1 вытекает-
Т е о р е м а 9.5. Система (9.1) имеет хотя бы одно и-перио-

дическое решение тогда и только тогда, когда существуют-
0 г е { - 1 , 1} (t = 1. •••• n) и (%)"-= i6G ([0- со]; R") такие, что 

ab(0{le}a2i(0 при 0{le}̂ {le}co (i=1,..., «), 

{-1)'Щаы(0)-ам(&)]^0 (A = l, 2; i = l , . . . , n) 
и на множестве {(t, x i , . . . , xn) : 0-{le}t{le}co, aw(0 {le}xi{le}a2i(0' 
(j = l , . . . , « ) } соблюдаются неравенства 

(—l)fco',[fi(^, x i , . . . , Xi~u au{t), xi+i,.. ., xn)—ahi'{t)} {le} 
{le}0 {k=l, 2; 1 = 1 , . . . , n). 

В силу леммы 9.2 из теорем 4.2 и 4.5 получаются следующие 
предложения. 

Т е о р е м а 9.6. Пусть на RXR*1 соблюдаются неравенства 
Gjiit, хи..., xn)signx.{le} 

л 

< 2 p i * W M + ?(0 (-"--I. ••••«). (9.41> 

где a-6{—1, 1), q&Lmy a {pik)lk=x удовлетворяет условию (9.5).. 
Тогда система (9.1) имеет хотя бы одно со-периодическое решение. 

Т е о р е м а 9.7. Пусть на RxRn соблюдаются неравенства 
cfi[fi(t, хи . . . . хп)— ft(t, ух,..., £/ri)]sign(xi—y.){le} 

га 

<^Zpik(t)\xk-yk\ (i = l,...,fi), (9.42> 
*=1 
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где oi6{ — 1, 1}. a G-,jA)",A._1 удовлетворяет условию (9.5). Тогда: 
а) система (9.1) имеет единственное о>—периодическое решение 
(хг)?=1; °) д л я л-°б°й (xoOLi-HG ([0> -°]. R") существует единствен
ная последовательность (x.m)"--i6G([0. со]; R") (/n=--1, 2,...) такая, 
что при каждом натуральном т и i6{1, ...,«} функция хш 
является решением задачи Коши 

"~" ~fi (--1 xlm-1 (•-)> • • • i x.-lm-l (0' xim (0' 

xi+lm-l (0, • • . i xnm-l (0)» 
1—cr; \ /1+<*г 
——-'со - - х , . , - + - с о —-xim-l I" 

и 

^ I x / (О"x(m(0 l<-"o6 m При 0 < t < © (Я1=-1,2, . . . ) , 

где Го>0 и 6б]0, 1[ — не зависящие от т числа. 
В силу лемм 9.3—9.5 из теорем 9.6 и 9.7 вытекает 
С л е д с т в и е 9.2. Пусть на RXR" соблюдаются неравен

ства (9.41) (неравенства (9.42)), где с--3{—1, 1}, q£La, a pnfiLa 
(i, k=l,.:., п) удовлетворяют одному из условий 1) — 3) след
ствия 9.1. Тогда справедливо заключение теоремы 9.6 (теоре
мы 9.7). 

С л е д с т в и е 9.3. Пусть на RXR+" соблюдаются неравен
ства 

п 
aifi(t,xlt •••,xn)<'2ipik(t)x!l + q(t) (i = 1,...,n) (9A3) 

ft-1 

и 
aifi(t,xb...,xi_i,Q>xl+x,...,xn)>0(i = l,...,ti), (9.44) 

где сг;б{ — 1. 1}, q&v>, а (Рш)",,^ удовлетворяет условию (9.5). 
Тогда система (9.1) имеет хотя бы одно неотрицательное щ-пе-
риодическое решение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 
[0 при s < 0 
Is при s > 0 . 

Согласно теореме 9.6 и условиям (9.5), (9.43) и (9.44) система 
дифференциальных уравнений 

d^~ai(\ + \pll(t)\)[xi-%(xi)\ + fl(t,%(xl),...,x(xn)) 
(i = 1, . . . ,rt) 

имеет ю —периодическое решение (xO"-=r -^ам остается показать, 
что (x.)f=1 неотрицательно, ибо каждое неотрицательное решение 
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последней системы является и решением системы (9.1). Допу
стим противное. Тогда найдутся числа £б{1, . . . , n}, ^e[0, со[ и 
t2$\t\, со] такие, что 

xi(tl) == xi(t2) И x i ( 0 < U ПРИ h<t<tZ. 
Но это невозможно, так как ввиду (9.44) имеем 

ff<x/(0--(l + |P«(*)|)*«(0+: 
+ *Ш хЫЦ),..., x (x , - i (0) . О, xO«+i (9) . - - - . х ( * » ( 0 ) ) > 

> 0 при ti<t<t2. 
Полученное противоречие доказывает следствие. 

( . . ледствие 9.4. Пусть HaRXR" соблюдаются неравенст
ва (9.42) и (9.44), где а(6{ — 1 . 1}. а (Pik)", ft_1 удовлетворяет 
условию (9.5). Тогда система (9.1) имеет одно и только одно 
©-периодическое решение, и оно неотрицательно. 

§ 10. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ДВУМЕРНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ 

Рассмотрим дифференциальную систему 

- g V / , ( M i . *a) (* — - .2) , (10.1) 
где функции fi i RX.R--»-R (t—1,2) периодичны no первому ар
гументу с периодом со > 0 и их сужения на i[0, co;]XR2 принад
лежат классу К([0, <D]XR-; R). 

Прежде всего, введем множества P*(fi, /у, со) и Р.(/ь U', ®)> 
в терминах которых формулируется доказанная ниже теорема 
существования периодического решения. 

О п р е д е л е н и е Ю-1, Скажем, что вектор-функция (уи 
•у2)бС([0, CD)1] ; Р2) принадлежит множеству P*(jfi, f2; со) (мно
жеству P*(fi, f2; «))» если 

Ti(0)='ri((u), bi°) ^Ъ(®) Ы®)>Ъ(®)) 
и почти всюду на '[0, со|] соблюдаются условия 

yi'{t)4i(t,yi{t).n(t)) 
и 

W (0 {le}fo (t, у, (t), у2(t)) (у3' [t) >h (t, yi ( 0 , 72 (0 ) • 
Т е о р е м а ЮЛ. Пусть fi не убывает по третьему аргумен

ту и существуют (аь a2)GP-(fi, f2; со) и (р ь р2) —°*(fi, fti «>) 
такие, что 

ai(t){le}Pj(^) при 0{le}i{le}co. , . 
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Пусть, кроме того, 
f\(t, xii x2)signx2^8(t, |x2|) при 0<f<co, 

ai(0{le}.«i{le}Pi(0. ^R, (Ю.2) 
kit, xl, x 2 ) S i g n X 2 ^ - - [ h o ( 0 + t t l | f l ( i * > XU x2) | ] Ф(-^2) 

при 0 < / < & 0 , ai(0{le}*i{le}'Pi(0. x26R (Ю.З) 

hit, x b .e2)signJCa{le}l[Ao(t) +Ai |fi(t, xi, x2) |']ф(-^2) при 
flo<t<ffl, ai(t)--$JCi{le}Pi(t),,Jca6/?, (10.4) 

где 0{le}a0<.-'o{le}<B, h0 — (.[0, a]; R+), A16R+, tp — функция Нагу-
мо, a fie/C(l[0, ©] XR+; R+) —не убывающая no второму аргу
менту функция, причем 

' ьь 
lim J6 ( t , p ) d t = + oo. 

Тогда система (10.1) имеет хотя бы одно «в-периодическое ре
шение. 

С л е д с т в и е 10.1. Пусть f1 не убывает по третьему аргу
менту и существуют постоянные Ci&R и C2-5[ci, +oo{ такие, что 

fi(t, си 0)=0, ( - 1 ) Ш си 0 ) ^ 0 при 0<t<co ( i = l , 2), 
fi(t, xi, -*2)sigmx2>6o|x2|'' при 0<f<co , Ci{le}xi{le}c2, x2-5R, 

/2(^, xl, x2 )SignJf 2 >—l[/ to(0+hl |x2 |* , i ] (l + | x 2 | ) При 
О < ^ < Ь 0 1 Ci{le}xi{le}C2, x2-3R 

Я 

fsCt, xi, ^2)signx2-{le}l[h0(t)-l-Ai|x2r] (1 + |x2|) при 
a0<t<(H, C1{le}x1.{le}C2, x26R> 

где 0{le}a0<60{le}oa, hoGL(l[0, ©]; R+), 60>0 и Я,>0. Тогда сис
тема (10.1) имеет хотя бы одно со-периодическое решение. 

Рассмотрим вспомогательную задачу 
(xuxt)ew,. (10.5) 

xl . (0)=x1(G)) , x 2 (0 ) —x 2 (0 ) ) , (10 .6) 

где WczC([0, со]; R2) —замкнутое, компактное множество. 
Для доказательства теоремы 10.1 нам понадобится следую

щая 
Л е м м а 10.1. Для разрешимости задачи (10.5), (10.6) до- . 

•статочно, чтобы множество W обладало следующими свой
ствами: 

1) Xi(0)=x1(cu) для любой (xb Xi)BW; 
2) существуют (jc^i, х*г) и (x*, x*)QW такие, что 

'X*l{f)<X*(t) n p H . 0 < t < C O , x*2 (0 )>x*2( - - )> x 2 ( 0 ) < x 2 ( C 0 ) - -

86 



3) если (jc1, х2) и (£/i, y2)eW-. xi(0)--=i/i(0) и xi(*.)<MO при 
0< i<co , то x2 (0) < y2 (°) и х2('--)>У2(-о); 

4) если (xi, x2) и (yuy^GWi x1(t)<y1(t) при 0<i<o> и 
c6[xi(0), #1(0)], то существует (Zi, z2)&W такая, что Zi(a)=c и 
•«i( t)<2i( t)<t/1( t) При 0<Г.<Ю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Случай л:.-.г(0)=-=л:*(0) является три
виальным, так как тогда из 2) и 3) имеем 

х& (со) < хт2 (0) < х\ (0) < х\ («со) <хшъ (со), 
т. е. xj(0)==x*((o) и (x*, xp есТЬ решение задачи (10.5), (10.6). 

Итак, без ограничения общности можем считать, что Л....1 (0) < 
<х\(0), 

**ПО)>**2(-о) (10.7) 

x*(0)<4(co). (10.8) 
Пусть 
' ]^о = {(хг, x2)QW:x,:1(t)<xl(t)<x\{t) при 0<t<co}. 

Докажем существование Tiel-v̂ i (0), x* (0)[, для которого 
x2(0)>x2(a>) при (xi, x2)&W<> и x!!:i(0)<xi(0)<Ti. (10.9) 

В самом деле, в противном случае в силу компактности W° и 
свойства 4) найдется равномерно сходящаяся последовательность 
С..У1Л- l/2ft)6W0 (k--=l> 2,.. •) такая, что 

г/2й(0)<у2/г(со) (£ = 1,2,...), 
Ит {ylk, y2k) = (yi, у2)е^о и МО)--"-«.«(О). 
Л->со 

Отсюда в силу свойства 3) получим 
x*2 (0) < 2/2 (0) < Ш (СО) < x*2 (СО), 

что противоречит неравенству (10.7). 
Пусть т]*—точная верхняя грань множества всех '.ч.Зрс.-ДО), 

л:*(0)[, для которых соблюдается условие (10.9). Ввиду свойств 
3), 4) и неравенства (10.8) существуют равномерно сходящиеся 
последовательности 

(хХк, хи) и (у1й, y2k)QW° (k=l, 2,...) 
такие, что 

•^1А(0)<.*•<г/ife(0), Xik(t)<ylk(t) при 0<t<co , 
x2/.(0)>x2*H- У2й(0)<г/2й(а) (k — 1, 2,. . .) 

и 
lim xlfc(0)= limylft(0)=T1

!,i. 
fe-^-+-oo A-*"+oo 
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Полагая 
x.(t)= 1lm xik(t), Vi(t)= lim ylk(t) (i=-l, 2), 

ft-*—j-oo ft-».-l--o 

согласно З) будем иметь 
x 2 (<--) < x 2 (0) {le}Z/2 ( 0 ) < x 2 («>) . 

Следовательно, (Xi,x2) удовлетворяет краевым условиям (10.6). 
Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы ЮЛ. Докажем теорему 
при дополнительных предположениях, что 

fi(t,x1,~x2)>fi{t,xux2) при 3c2>x2 (10.10) 
и функция fi имеет частную производную по второму аргумен
ту, сужение которой на [0, co]XR2 принадлежит классу 
/С (£0, со] X R.2; R). Отметим, что от этих ограничений легко 
можно освободиться с применением техники доказательства 
теоремы 7Л. 

Согласно лемме 8.2 найдется положительное число г такое, 
что любая вектор-функция (хи лт2) 6С( [0, со] XR2; R), удовлетво
ряющая неравенствам 

a i ( 0 < x i ( * K M 0 при 0<-{le}co, (10.11) 
х[(t)signx2(i)>S(if, \x2(t)\) при 0<if<co, (10.12) 

x;(t)signx2(t)>--IAo(0 + /-ilx;(0|]cP(x2(0) (Ю.13) 
при 0< t<U 0 

и 
x2(t)signx2(0<IA0(O+Ai|x;(0l]cP(x2(0) 00.14) 

при Oo<t<co, 
допускает оценку 

|x2(/) |<r при 0</{le}(o. (10.15) 
Для любого cG[cti(0), Pi(0)] через WC обозначим множество 

всех решений системы (10.1), удовлетворяющих краевым усло
виям 

xi(0)— xi((o);=с 
и неравенству (10.11). Согласно следствию 8.1] 

№c{ne}0, 
ибо (ai,a2)ei4.(fbf2) и (&,&)№ {fu.fi). 

Положим 
W - U Wc. . 

egle-.i(0).B,(0)l 
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В силу (10.2) — (10.4) любая вектор-функция (Xi,x2)&W удов
летворяет неравенствам (10.11) — (10.13). Следовательно, она 
допускает оценку (10.15). Поэтому очевидно, что W является 
замкнутым и компактным множеством пространства 
C([0,co];R2). 

Докажем разрешимость задачи (10.5), (10.6), Для этого 
достаточно установить, что W обладает свойствами, перечис
ленными в лемме 10.1. 

Пусть 

Покажем прежде всего, что 
4(0)<р2(0). (10.16) 

Допустим противное, что на некотором отрезке [0, to!1—[О, со| 
соблюдается неравенство 

•*;(-)> м-)-
Тогда согласно условию (10.10) и дифферещируемости / - по-
второму аргументу будем иметь 

К(0-Р-(91--/i(*. -ад. *5(-))-/i(*. &(*)> М-))> 
>/1( t , x\(t), W))-fi& MO. №))>gC) [*•(*)-&(-)] 

при 0<t<^ 0 .1 
где gQL([a, b\, R). Ввиду того, что xx(Q) = pi (0), из последнего 
неравенства находим 

я?(О>fc(0 .при 0 < t < t 0 . 
Ho это невозможно, так как (х\, xl)QW. Полученное противоре
чие доказывает справедливость неравенстра (10.16). Точно так 
же доказывается, что 

л* (©).>& (а) 
и 

x*2(0)>a2(0). х*2(«>)<а2(ш), 
если только 

(x*l> X*i)GWax(Q). 
Поэтому 

4(0)<fe(Q)<p2(co)<x;(co) 

и 
х,2 (0) > а 2 (0) >а 2 (a>)>x.2 (а»). 

Следовательно, W обладает свойствами 1) и 2). Аналогично 
доказывается, что оно обладает и свойством 3). Что же ка-
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сается наличия y W свойства 4) , оно непосредственно вытекает 
из следствия 8.1ь ибо ввиду (10.10) каждое решение системы 
(ЮЛ), определенное на отрезке [О, ю], одновременно принад

лежит множествам A*(/i,f2) и A,(fuf2). Тем самым мы дока
зали существование решения (хих2) задачи (1'0.5), (10.6). Яс
но, что периодическое продолжение (хи х2) на R является со-
периодическим решением системы (ЮЛ). Теорема доказана. 

Т е о р е м а 10.2. Пусть /., и f2 имеют частные производные 
по фазовым переменным, сужения которых на [0, ш] X R2 при
надлежат классу К([0, a]XRz; R)- Пусть, кроме того, на RXR2 

соблюдаются неравенства 
df-i (t, .У.,, -К.-,) л О/, (t, Xt, -t2) п d/2 (t, Хи Х^) ^ п /1А 1 7\ 

Wt
 > и ' dxi > и ' Ш[ > 0 ' ( 1 0 Л 7 ) 

причем либо 
dfijt, xu XJ) _n 

Sx[ ==U' 
. либо наряду с (10.17) выполняется условие 

Of % (Г, Хх, Xs) ^ л 

дхг 
Тогда система (10.1) имеет не более одного ш-периодического 
решения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что теорема неверна. Тог
да найдутся и-периодческие решения (xi,x2) и (Уи #2) системы 
(10.1) такие, что функции 

tk(t)^Xi(t)-yi(t) (i=\,2) 
либо для некоторого £-G[0, ш[ удовлетворяют неравенствам 

«i('o)>0, a2(t0).>0, u,( t0)+«a(to)>0, (ltU8) 
либо 

u, (0 > 0 , «а(0 < 0 приО<*<а>. (10.19) 
Ввиду ограничений, наложенных на ----- (i, k = l, 2), 

u',(t)=gnit)th{i)+giAt)Mt) ( i - 1 , 2 ) . (10.20) 
где gafiLa (i,k=l,2) и на R соблюдаются неравенства 

gn(t)>Q,gl2{t)>0,g2l(t)>O, (10.21) 
причем либо 

|ii(t)--0, (10.22) 
либо наряду с (10.21) имеем 

gv(t)<t>. (10.23) 
Если соблюдаются неравенства (10.18), то из (10.20) и 

(10.21) находим 
Ui(t)>0 при to<t{le}a 0'=1>2). 
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Отсюда в силу равенств 
^(0)=«i(cu) (i = l,2) (10.24) 

следует, что 
«i(0)>0 (i=1,2). 

С учетом этих неравенств из (10.20) и (10.21) получим 
ui(.0>a.(0), «2 (t)>0 при 0<г.<со, 

что невозможно ввиду (10.24). Тем самым мы доказали, что 
неравенства (10.18) не могут иметь места. 

Неравенства (10.19) также не могут иметь места, ибо в про
тивном случае в зависимости от того, выполняется условие 
(10.22) или (10.23), из (10.20) и (10.21) получили бы 

"i'(0—gi2(0 «2(0 < 0 при 0<if<<D 
или 

"2'(0>£22(0М'О->0 ПРИ 0<f<CU. 
Ho каждое из этих неравенств противоречит условиям (10.24). 
Теорема доказана. 

§ 11. ОГРАНИЧЕННЫЕ РЕШЕНИЯ 

В этом параграфе исследуются вопросы существования, 
единственности и т. н. о — устойчивости решений дифференци
альной системы 

§ - - = / « ( U i лй) (i.---l, ...,»),- . (11.1) 

удовлетворяющих одному из двух условий 

sup _ | x ; ( t ) | : t6R|< + oo (11.2) 

или 

sup 2W)MeR + < + o°. <u.3) 
Всюду предполагается, что функции ft (i = l, ...,n) заданы 

на j^xR" и их сужения на [a, b]xRn принадлежат классу 
К ([а, Ь] х R"; R)> каковы бы ни были аб/-> и b£]a, + оо [. 

Если a---=(Oi)f=1, где о,е{—1, 1}, то через N.. (о) (через 
N_(o)) обозначается множество тех £6{1> • • • > п}, для которых 
^ - = 1 (аг-=-1). 
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11.1. Теоремы существования и единственности. 
Теорема 11.11. Пусть существуют числа ai6{—1, 1} (£ = 

-=l , . . . ,n) и абсолютно непрерывные на каждом конечном от
резке вектор-функции (Ofti)f_j : R{to}Rn (k = l,2) такие, что 

sup{|aM(t)| :f6R}<+oo (j=l ft; £=1,2), (11.4) 
aw (t) {le}a2i (*) при t€R (i-= 1 , . . . , n), (11.5) 

и на множестве 
{(t,xi,...,xn) :*-R, aii.(0<xii{le}a3i(t) (t'-=l,..., n)} 

соблюдаются неравенства 
(— 1)4 [ j . (г., x1, . . . ,^_i , .a w ( t ) , xM, ..., xn) — a'kl(t)]<0 

(z = l, . . . , « ; k - 1 , 2 ) . (11.6) 
Тогда задача (ИЛ), (П-2) разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу условий (11.5) и (11.6) при 
любом натуральном т дифференциальная система (11.1) имеет 
определенное на [—т, т] решение (xim)*..-, удовлетворяющее 
условиям13 

*ш(—т) = - [аи( — m) + a2/(— m)\ при i6-V+(c-), 

*т (т)=-j К (т)+а21 (т)} при JSN+ (a) 
и 

au{i)<xlm(t)<a2i(t) 
при - - m < t < m (г = 1, . . . . га; т=\,2, ...). (П.?) 

Продолжим каждое хш на все R с ПОМОЩЬЮ равенств 

r (A-Ixim(— m) при t < — m Xim^'~\xlm(m) пря t>m 
Очевидно, что последовательность (xim)/L1 (m=l, 2, .. •} 

равномерно ограничена и равностепенно непрерывна на каждом 
конечном отрезке. Поэтому из нее можно выделить последователь
ность (ximv)Li (v = l ,2, . . . ) , равномерно сходящуюся на каждом 
конечном отрезке. Согласно (11.4) и (11.7) 

(Xt)Li= lim (x(mv)r=i 
V*->+-*o 

является определенным на R решением системы (11.1), удовлет
воряющим условию (11.2). Теорема доказана. 

Аналогично доказывается 
Теорема И1 2 . Пусть существуют числа агб{—Л, 1} 

(i = l, ...,n) и абсолютно непрерывные на каждом конечном 

•> См. теорему 4.1 и ее доказательство. 
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отрезке вектор-функции (aftj)f=-.r.R{to}Rn(k=-»11 2) такие, что 
sup{|ccA/(t)|:te^+}<+-o (i = l, . . „ л ; fe=»l,2), _ 

aii(t)<02j(t) при t£R+ (j-=l, . . . , « ) , 
и на множестве 

{(t, jc1, . . . , xn):teR+, ali(t)<xi{le}a2j(t) (i = l, . . . , «)} 
соблюдаются неравенства (11.6). Тогда для любых Ci&[au(0), 
«2i (0)] (i{in}-/V+(a)), где с=--(аг)?=1 существует ХОТЯ бы одно реше
ние системы (11.1), удовлетворяющее наряду с (11.3) условиям 

Л:г(0)-=с- при iQN+(o)V (11.8) 
Т е о р е м а 11. 21. Пусть на RxR" соблюдаются неравенства 

л 

Gifi(t, xi, .•• ,^n)signx i<2/ ' if t |xfi | + ^(0 (i = l-••. ,«), (11.9) 
A - l 

где о;6{—1,1}, Pik=const, p n < 0 , Pm>0 при Ьфк и дейст
вительные части собственных значений матрицы {pi^l.^i отрица
тельны, а функция q:R->-R+ суммируема на каждом конечном 
•отрезке и 

sup J0'(*)^:*e/?f< + «>. (И.10) 

Тогда задача (11.1), (11.2) разрешима. 
Для доказательства этой теоремы нам понадобится следую

щая 
Л е м м а 11. 1. Пусть р1к>0 при 1фк, pn<0 и действи

тельные части собственных значений матрицы P = (Pni)?tk=,i отри
цательны. Тогда существует положительное число г такое, что, 
каковы бы ни были agR, #g[a+l, + о°[, g&L([a, &]; R*-) и a;£ 
>6{—-1, 1} (j, = l, . . . , n), произвольное неотрицательное решение 
{щ)'{=1 системы дифференциальных неравенств 

- i a ; (0<2 .P .*M' ) + ?(') ПРИ a<t<b (i=-l, ...,n) (11.11) 
/ « = 1 

допускает оценки 

2и 2 (0<г (ро + р1) при a<t<6 (11.12) 
г-=1 

Ч Если N+(a)=0, то условия (11.8) отпадают. 
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n b 
^at(t)dt<r po+jtfWdt , (П.13) 
i= la 

где 
Po = 2Ki(a)+ 2«г(й)' 

•.(W+Ca) lQN-(a) 

ГУ 1 
а=(сг;)"=1, 6--=min{l, ft—a} и pi—maxj J ^(t)dt:a<^<6—.6 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагая 
Га при ie-V+ (а) [--Ей-, при 

-<=i> при /ели*); e ' * - 0 ' ^ - i -
при i-7-=k, 

О при i —& 
и 

7г=max{Ki(t):a<i<6} (i=l, .. ,,и), 
из (П.Н) находим 

+ 2 Ptk 
й-Аг,А=1 

+ -D((*)<M*i) + j e x p ( - p u ] t — t|)ttA(t)dt 
h 

+ ' 2 - | Л + - ; ( 0 ПРИ a*Ct<b (г = 1, . . . ,п), (11.14) 

где t)2(0= 

/.=1 

JexpO-»| i- t | )?( t)dx 

Пусть ieN+(cr), te[a, й 

•а, (!<).=. exp(pu(t — a)) 

, а т—целая часть числа t — a. Тогда 

2 j exp(—/»и(т-a)) •?(-;) dt + 
A-l-a+ft-1 

t m 

+ j exp(-pa(t-a))^(t)^2<^xP(^(-"-a))X 
a-\-m ft=l 

Xl2 e xP(—Л^)+ехр(—p„(* — a))]pi<tiip1, 
* = i 

где ^ = [ехр(|р„() —1]-1exp(|pu|)-l-l. Аналогично покажем, что 
i>((tf)<Ti,p1 при a < i < & 

и в случае i(iN_(a). 
С учетом этих оценок из (11.14) получим 

(E - S) М?=1 < (М*0 + Pi<>?~i. 
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где-S== (Sift)?, ft_1, а Е — единичная матрица. С другой стороны,. 
спектральный радиус матрицы S меньше единицы, так как дейст
вительные части собственных значений матрицы Р отрицательны.. 
Поэтому из последнего неравенства следует, что 

Ввиду (11.11) 
щ {t)< ~Gt \рп |--«; (t) + \pn |~- q (0 + 

п 

-r^Sikiikit) при a<t<b (i=l, . . . , « ) . 
А - = 1 

Интегрированием этих неравенств от а до b получим 

^ ul{t)dt<ai \рп |--(а, (а) — Иг (b))+\рп I"1 $ <7(t)d*+ 

+ 2 s - f t )ttk(t)dt (i = l, ..., л) 
и 

( b \n I b \n lb \n 

j4(?)dt < U,tti(ti)+%J?(0^ + S j4(*0-~ , 
где т1о-=тах{|р.г |_I:i = l, . . . ,й} . Поэтому 

( b \n l b \к 

J M - W < (E-Sr x KM-)+rio.j<7(t)dt • (----б) 
Из (11.15) и (11.16) вытекают оценки (11.12) и (11.13), где 

r== || (E — S)_11| 2 "Ч; + nrlo —число, зависящее лишь от 
plk(i, k = l, . . . ,«) . Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 11. 2i. Пусть a=(ot)?=v а 
г >0—число, фигурирующее в лемме 11.1. Согласно следствию 
4.2 при любом "натуральном т система 11.1 имеет решение 
(•̂ im)f=1, удовлетворяющее краевым условиям 
• х1т(— яг)—0 при i&N+{a), х]п(т) = 0 при /6-V_(a), (11.17) 

Ввиду (11-9) при каждом т вектор-функция (а0?._1== 

= (|xfm|)"=i является неотрицательным решением системы диф
ференциальных неравенств (11.11), где а= — т, Ь — т. Поэтому 
по лемме 11.1 и условиям (11.10) и (П. 17) 

л 
2 Iхш(0 1 < г о ПРИ —m<t<m, (11.18) 
i-i 
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где г0 = г sup] j q(f) dt:tQ# . Будем считать, что x.m(0 — 

= хш(— т) при К - г о и xlm{t)=xim(m) при t>/rc. 
Поскольку (xim)fral (от = 1, 2, . . . ) равномерно ограничена и 

равностепенно непрерывна на каждом конечном отрезке, она 
содержит подпоследовательность (x.mv)f=1 (v=-l, 2, . . . ) , равно
мерно сходящуюся на каждом таком отрезке. Ввиду (11.18) 

to ('))?--•-= Иш ( W O ) , - - ПРИ ~<-R 
•V->-)-oo 

является решением задачи (11.1), (11.2). Теорема доказана. 
Т е о р е м а П. 3-. Пусть на RX R" соблюдаются неравенства 

о Aft (*. xi. •••>x„)~ft(t,yu •••. t/„)]sign(xj — у г)< 

<2л*1** — Ы> 01.19) 
ft-1 

где сг.б{—Ь 1}, Puv= const, рц<0, pik>0npn i^k, и действитель
ные части собственных значений матрицы (p;A)fjA_, отрицательны. 
Пусть, кроме того, 

sup J | / , ( * , 0, . . . , 0 ) | d - . : *eR |< + оо (i — l, . . . , п ) . (11,20) 

Тогда задача (11.1), (11.2) имеет единственное решение. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (11.19) и (11.20) вытекают нера

венства (11.9) и (11.10), где 
л 

?(0==2l.M*.o,...,o)|. 

Следовательно, выполнены все условия теоремы 11.2ц что и га
рантирует разрешимость рассматриваемой задачи. Нам остается 
доказать, что она имеет не более одного решения. • , 

Пусть г-число, фигурирующее в лемме 11.1, (x/)f=1 и 
{-/()"=! —произвольные решения задачи (11.1), (11.2), 

Ui{t)=\Xi(i)—yi(t)\ (l=*h...,n) и гг = 8ир|2» | (0-<6-4-
Ввиду (11.19) 

с*»!(о<.2•?«*--*о ПРИ -6/? ( i -1 . . . . . » ) . . 
Поэтому согласно лемме 11.1 имеем 

Я + 00 

2 J Щ (0 dt <ГГХ < + оо . 
г=1 - - о 
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Отсюда вытекает существование последовательностей tlm6] — оо , 
—1[ и t2m6]l. + • » [ (т —1,2,...) таких, что 

lim tim-—— со. Urn t2 m= + -« и Hm sm=0, (11.21) 
m->-+oa m-*-\-oo т-у+оо 

где 
я 

/ = 1 

Применяя опять лемму 11.1, находим 
п 

2 и / ( 0 < Г 8 т при tim<t<t2m ( / n = l , 2 , . . . ) . 

Из этих оценок в силу (11.21) следует, что «.,•(£)----О (i = 
= 1,. .. ,п). Теорема доказана. 

Из следствия 9.1 и теоремы 11.31 вытекает 
Следствие 11.1. Пусть соблюдаются условия теоремы 

11.3. и, кроме того, 
Mt+ю, xi xn)-M t ,xi . • ...xn) (t-1. • . . , n ) , 

где co>0. Тогда задача (11.1), (11-2) имеет единственное ре
шение, и оно является а — периодическим. 

Аналогично теоремам 11.2i и 11.31 доказываются следующие 
предложения. 

Теорема И. 22. Пусть ctQ{— 1, 1}, ff-H^Li- н а R+XR" 
соблюдаются неравенства (И.9), где p<ft — const, рц<0, Pai>0 
при i-7-=yfe, действительные части собственных значений матрицы 
ipik)1,k^i отрицательны, функция q:R,+-+R+ суммируема на каж
дом конечном отрезке и 

sup J q (t) dvJeJR* < + oo. 

Тогда для любых C/gi? (t6-/V+(о1)) система (11.1) имеет хотя бы 
одно решение, удовлетворяющее условиям (11.3) и (11.8). 

Теорема 11. 3~. Пусть сгг€{— 1, 1}, ст — (а2)?=1 и на R+XRn 

соблюдаются неравенства (11.19), где pik = const, рц<0, Р;й>0 
при i=j=k и действительные части собственных значений матрицы 
(Pik)1 kal отрицательны. Пусть, кроме того, 

sup j [ /^ t ,0 , . . . ,0 ) [d t :*e# + < + «> (.--—-1 я)-

Тогда для любых сгб-? (*6-V+(a)) система (11.1) имеет единствен
ное решение, удовлетворяющее условиям (11.3) и (11.8). 
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11.2. (--устойчивость. 
Определение 11.1. Пусть сг-€{ —1,1}, о— Ы'/^г а 

(x°)™=1 — решение системы (11.1), определенное в промежутке 1. 
(x?)b=i называется о-устойчивым, если для любого е > 0 найдется 
•5>0 такое, что каковы бы ни были сегмент [a, b]cl и числа 

с , € К ( * г ) - 8 , . а д + 6] (i--=l,...,n), (11.22) 

где t i - -a+ -""-' (Ь—а), система (11.1) имеет хотя бы одно 
решение, удовлетворяющее краевым условиям 

* . ( 0 = с г (i=*l,...,n), (11.23) 
и для каждого такого решения выполнено неравенство 

п 
' 1 JC-—x°(t)|<8 при a<t<b. (11.24) 

Отметим, что если /==R и a i= . . . =or„=l (ai = . . . 
. ...==an= — 1), то a-устойчивость равносильна равномерной 
устойчивости по Ляпунову вправо (влево). В общем случае из 
or-устойчивости не следует равномерная устойчивость. Например, 
нулевое решение системы 

~7- = - а д (* = 1,...,я) 
является о-устойчивым, в то время как оно неустойчиво по Ляпу
нову как вправо, так и влево, если только в[фак для некото
рых i и &6{1 , , , . , 4 

Теорема 11.4. Пусть сг.б{—1, 1}, a==(0()?-=i, /с/-?— про
межуток и на /XR" соблюдаются неравенства (11.19), где 
p,A=---Const, Ри<0, Рт>0 при i-7--k, и действительные части 
собственных значений матрицы {Pik)'},^ отрицательны. Тогда 
произвольное определенное на I решение системы (ИЛ) являет
ся а-устойчивым,. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть г—-положительное число, фигу
рирующее в лемме 11.1, а (x?)?= — некоторое решение системы 
(11.1), определенное на / . Для произвольно заданного s > 0 
положим 

б=-^ТТ- . (---2б> 
Пусть [a, b]czl, a ct (i = l, . . . , п)— числа, удовлетворяющие 

условиям (11.22). Согласно следствию 4.4 задача (11.1), (11.23) 
имеет единственное решение (xt)'/-».- определенное на [а, Ь). 

Ввиду (11.19) и (11.22) вектор-функция 
(«,)?-!---(1*<-*»!)?-, 

является решением системы дифференциальных неравенств 
98 



• | "1 ( ' )<2л*«*(0»ри a<t<b (i<l,...,/z) 
A=l 

И 

2 мя)+ 2 »*(-•')<•-• 
По лемме 11.1 

2«i(0< r r t o ПРИ a<.-<•-'. 

Отсюда в силу (11.25) вытекает оценка (11.24). Следовательно 
(x<i)1=i является о-устойчивым. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е 11.2ь Пусть соблюдаются условия теоремы 
11.3. Тогда задача (11.1), (11.2) имеет единственное решение, и 
оно является о-устойчивым, 

С л е д с т в и е 11.22. Пусть соблюдаются условия теоремы 
П.Зь Тогда для любых c.6R (i&N+(a)) система (11.1) имеет' 
единственное определенное на R+ решение, удовлетворяющее 
условиям (11.3) и (11.8), и оно является о-устойчивым. 
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