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И. Т. КИГУРАДЗЕ 

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ОДНОГО 
НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТИПА 

ЭМДЕНА — ФАУЛЕРА 

В работе устанавливаются асимптотические формулы для продол­
жаемых и непродолжаемых решений дифференциального уравнения 
типа Эмдена — Фаулера. 

Целью настоящей работы является изучение поведения при t —• оо 
решений уравнения 

№U l4.\ I \П • ,Л\ 

~ = a(t)\u\ sign и. (1) 

Ясно, что положительные решения уравнения (1) совпадают с реше­
ниями уравнения 

и" = a (t) un. 

В литературе подробно исследован частный вид последнего уравнения: 

U = t U , 

известный под названием уравнения Эмдена — Фаулера. Оно впервые 
появилось в астрофизических исследованиях Эмдена, а потом обратило 
на себя внимание физиков при изучении распределения электронов в тя­
желом атоме. Основные результаты об асимптотическом поведении реше­
ний этого уравнения изложены в монографиях Беллмана (*) и Сансоне (2). 

В заметках (3) — (8) рассматривается уравнение вида (1) при пред­
положении, что a (t) <; 0 и п > 1. 

В настоящей статье мы рассматриваем случай, когда a (t) ]> 0 и п ^> 1. 
Решение уравнения (1) называется продолжаемым, если оно опреде­

лено на некотором бесконечном промежутке (£0, оо), и называется непро-
должаемым, если оно определено на некотором конечном промежутке 
(t0, t±) и его нельзя продолжить за точку tv 

В § 1 настоящей работы доказывается, что через каждую точку правой 
полуплоскости проходит либо одно и только одно продолжаемое решение 
уравнения (1), либо бесконечное множество продолжаемых решений, 
заполняющих некоторый криволинейный сектор с вершиной в указан­
ной точке и ограниченный решениями щ (t) и щ (t); при этом внутри 
указанного сектора проходит единственное ограниченное решение щй (t), 
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которое разделяет между собой решения, стремящиеся к -+- оо, и реше­
ния, стремящиеся к — оо. 

В § 2 устанавливаются асимптотические формулы для продолжаемых 
решений уравнения (1), а в § 3 — асимптотические формулы для непро-
должаемых решений. 

§ 1. Теорема существования продолжаемых и непродолжаемых 
решений 

В дальнейшем нам понадобится следующая7простая 
ЛЕММА 1. Пусть и (t) — решение уравнения (1), определенное на от-

резке t0 <^ t <^ tv a v (t) — решение уравнения 
v" = аг (t) \v\n sign v. (2) 

Если 
а (*) > К (*)l (3) 

и начальные значения решений и (t) 'i v (t) при t = t0 соответственно 
удовлетворяют условиям 

Щ>\щ1 Щ>\ v'0 |, (4) 
то при t ЕЕ [t0, *i) имеем: 

u(t) -v(t)>u0-\v0) + К - | * ; | ) ( f - * 0 ) , 
u'(t)- v (t):>u0-\v'Q\. (5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что вместо (4) соблюдаются 
условия 

Щ>\»0\, u0>\v'0\. (4i) 
Тогда, в силу (3), на некотором промежутке t0 < t <^ t2 ^ t1 имеем: 

u(t)>\v (t) |, и' (t) > | v' (t) |, u"(t) > | v"(t) |. (5X) 

Покажем, что t2 = tv Действительно, в противном случае мы имели бы 
и' (h) = I v' (h) Ь ч т о невозможно, так как 

и 
и" (h) - \ v" (*а) | > щ — 1 щ \ + ^ (в"(т) - | у"(т) |) dx > 0. 

и 
Итак, неравенства (5г) соблюдаются для любого решения уравнения 

(2), удовлетворяющего условиям (4J. Переходя теперь к пределу, когда 
| i/ | -» и01 получим: 

u(t)>\v (t) |, иЛ (t) > | v' (t) |, u"(t) > | v"(t) | при * 0 < * < *x, 

откуда непосредственно следует справедливость неравенств (5). Лемма 
доказана. 

П р и м е ч а н и е . Легко видеть, что если вместо (3) и (4) удовле­
творяются условия 

a (t) = ах (t) > 0, а0 > v0, щ > v& 
то вместо (5) будем иметь: 

u(t) — u (t) >и0— v0+ (и'0 — v'o) (I — t0), и' (t) — v' (t) > u0 — iv 
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Без ограничения общности мы рассмотрим ниже лишь те решения 
уравнения (1), которые выходят из точек первого квадранта плоскости 
t, и, так как ими, с точностью до знака, исчерпываются все решения 
уравнения (1). 

Пусть t0 > О, uQ !> 0. Решение уравнения (1), удовлетворяющее усло­
виям 

и (*о) = мо> и' ^о) = Т» 

в дальнейшим обозначим через щ (t). 
ТЕОРЕ А 1. Если функция a (t) положительна почти везде на [0, со) 

и суммируема на каждом конечном отрезке, то для любых t0 > 0, w0!> 0 
найдутся такие числа т ^ То ̂  Т» что решения иу (t) уравнения (1), 
выходящие из точки (t07 uQ), при Т^>Т положительны и непродолжаемы, 
при Т <^Т отрицательны, начиная с некоторого значения t, и непродол-
жаемы, а для остальных значений у продолжаемы. Если и0 = 0, то 
uYo (t) = 0, а если и0 ^> 0, то решение и1ь (t) положительно и монотонно 
убывает. Если т <С То <С Т, ™о 

lim щ (t) = I 
f-xx> { 

ос, Т < Т < То, 
+ со, Т о < Т < Т -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего, пользуясь методом Мам-
бриани [см. (2), стр. 377—380], мы докажем существование решения 
иУо (t). 

Из леммы 1 легко следует, что единственное ограниченное решение, 
проходящее через точку (£0, 0), есть тривиальное решение. Следователь­
но, если и0 = 0, то иУш (t) = 0. 

Пусть и0 ^> 0. Из (1) ясно, что если у > 0, то решение щ (t) является 
возрастающей положительной функцией, которая либо продолжаема, 
либо нет. 

Покажем, что если 

Т < — Щ - ^о ) a(t)d%, 

то U-Y (i) обращается в нуль при некотором значении t, меньшем, чем 
t0 + 1. Действительно, в противном случае мы получили бы: 

0 < иу (t0 + 1) = и0 + т + [ (to + 1 - т) а (т) ц»(т) Й Т < 
и 
«0+1 

< м0 + Т + < j л (т) Л < 0. 

Рассмотрим множество тех значений г, Для которых uY (t) пересекает 
ось t. Как мы видели выше, оно является цепустым и ограниченным свер­
ху множеством. Обозначим через То точную верхнюю грань этого мно­
жества. 
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Ясно, что щ0 (t) не может пересекать ось t, так как в противном случае 
для значений у, больших чем у0 и достаточно близких к т0, функция 
иу (t) пересекала бы ось t, что противоречит определению у0. 

Остается доказать, что решение ии (t) продолжаемо и иу (t) <^ О 
при всех t ЕЕ (tfy, оо). Допустим противное. Тогда найдется такая точка 
tlt что uyo(t) <С О ПРИ ^ £= 1Л> U и и\л(1\) = 0. Ясно, что uy(t) будет 
возрастающей функцией при t ;> tv Таким образом, иу (t) > uy (£х) ^> 0 
при t ;> t0. Теперь легко доказать существование такого числа у <[ у0, 
что иу (t) не пересечет ось t, что невозможно по определению у0. 

Покажем теперь, что через точку (г0, и0) проходит бесконечное мно­
жество как стремящихся к -f оо, так и стремящихся к — оо непродол-
жаемых решений уравнения (1). 

Рассмотрим уравнение (2), где 

a1(t)=[ I a (t) пря a (t) <; 1, 
при a (t) > 1. 

Положим 
*о+2 

Ti = [\ a i ( T ) ( T - ~ ^ 0 - l ) n d t 
1 

п-1 + 
*.+1 *о+2 

п+1 

Пусть г; (t) — решение уравнения (2), удовлетворяющее условиям 

v (h)=0, \v'(tt)\ = r1, (6) 
где tx ЕЕ U0» *o + 1Ь Покажем, что решение v (t) непродолжаемо. Допу­
стим противное. Тогда v (t) будет монотонной функцией на [tl9 оо) и 

* (0 I > Ti (* — h) при * > t±. (7) 
Из (2) найдем: 

v'2 (0 - Г2
Х + $ ai (т) »' (г) | * (т) |n sign v (т) йт < г2 + I г; (*) | 

т. е. 

»'<*)!< ht+\v(t) t > fr 

В силу этого и условий (6) и (7), из равенства 

I» ' (01 = T i + $ai(T) |»(T)TdT 

получим, что при t > t0 + 2 

> T i + j a-i (x) | v{x)\ndx 
h+2 

\v(t)\ 

Отсюда следует, что 
t 

* i W | * ( 0 r [ r i + \ a1(x)[v(%)\ndx 
U+2 

2n 
n+1 

> « i ( < ) -
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Интегрирование этого неравенства от t0 + 2 до оо дает: 
п-1 ^о п-1 

гх
 n+1>-^pr \ e i W ^ H n+1. 

Мы получили противоречие. Тем самым доказано, что v (t) — непро­
должаемое решение. 

Согласно лемме 1, ясно, что решение Uy (t) при Т ^> Ti будет поло­
жительным и непродолжаемым. 

Пусть 
t0+i 

Г < - Ti - Щ — и£ J а (т) с?т. 

Тогда иу (t) обращается в нуль при некотором tx ЕЕ U0> t0 + 1 ] и 
a

Y (*i) ^ ~~ ^i* Следовательно, решение иу (t) отрицательно при t^> t± 
и непродолжаемо. 

Итак, мы показали, что, если | у I — достаточно большое число, то ре­
шение иу (t) непродолжаемо. Пусть у является точной нижней гранью 
множества тех у > То» Дл я которых иу (t) непродолжаемо, а у — точной 
верхней гранью множества тех у <^ у0, для которых иу (t) непродолжаемо. 

Докажем, что и- (t) и uY (t) — продолжаемые решения. Допустим 
противное: пусть, например, u-(t) непродолжаемо, т. е. найдется такое 
tx > t0, что 

иу(к—) = <(*!—) = + ОС. 

Пусть и (t) — непродолжаемое решение, выходящее из точки (tv 0). 
Очевидно, если у<^У и разность у —у достаточно мала, то 

M * i ) > 0 , u-t(tj>u'(t1). 

Отсюда, в силу леммы 1, имеем: Uy (t)^> и (t) при всех t, что невозможно, 
так как и (t) — непродолжаемое решение. 

В силу леммы 1 заключаем, что если у > у или у <[ у, то решение 
Uy (t) непродолжаемое, а если У ^ у ^ У , то решение Uy (t) всецело 
находится между и- (t) и uY (t)y и, следовательно, является продолжаемым. 

Пусть У<СТо<^Т- Тогда, в силу леммы 1, имеем: если У0 <С Т ̂  Т, 
то 

ич (0 > (Т ~ То) (* —• *о) ~* °° ПРИ * "-* °°> 
а если У ^ У <С у0, то 

Uy (t) < Uy0 (t) + (у — y0) (t — t0) — — оо при * -> сю. 

Теорема доказана *. 

* В заметке (9) В. Р. Утц попытался доказать, что если все решения уравнения (1) 
продолжаемы, то среди них имеется нетривиальное решение, стремящееся к нулю при 
t-^oo. В силу доказанной выше теоремы 1, этот результат В. Р. Утца, очевидно, теряет 
смысл. 
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§ 2. Асимптотика продолжаемых решений 

Прежде всего приведем две леммы, в которых устанавливаются не­
которые асимптотические свойства решений уравнения 

S + b i № S + 62 (*) w - М * ) | ш Г sign w = 0. (8) 

ЛЕММА 2. Пусть функция Ьг (х) абсолютно непрерывна, а функции 
Ь2 (х) и Ь3 (х) суммируемы на каждом конечном отрезке положительной 
полуоси, 

Ьх (х) ~ Ъ х х \ Ь[(х)~оЪхх"\ h (x) ~bi (i = 1, 2) *, (9) 

где 0 ^ а <^ 1, &i >> 0 (г = 1, 2, 3). Если уравнение 

%+b1{x)^+bi{x)v = 0 (10) 

не имеет колеблющихся решений, то для любого нетривиального неко­
леблющегося продолжаемого решения w (x) уравнения (8) имеем: либо 

1 ъ 

| w (х) | —Ь71 '1, где b = ~ , либо 
w (х) — и (х) ~ 0, (11) 

где г; (ж) — какое-нибудь нетривиальное решение уравнения (10). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем прежде всего, что любое про­

должаемое решение уравнения (8) ограничено, когда х -» со. Допустим 
противное: пусть уравнение (8) обладает продолжаемым, но неограни­
ченным решением w (x). Не нарушая общности, можно считать, что 

lim sup w (x) == + ос. 
х-*эо 

Поэтому для некоторого х0 ЕЕ (0, ос), будем иметь: 
1 

и; (*0) > sup |~2 j jg]l "-1 , w' (x0) > 0. (12) 

Отсюда следует, что w" (x) ^> 0 при х > я0, так как если, допустим, 
хг — первая точка экстремума правее а0, то из (8) получим: w"^) > 0, 
что возможно только при минимуме. Следовательно, неравенства (12) 
сохраняются для всего промежутка [xQ, оо). Кроме того, согласно (9), 
можно считать, что 

4* , <M*)<26 1 t f ' > 4< b s(* )<26 8 , л > * 0 . 

и 

Поэтому из (8) находим, что при х > х0 

™" (х) +^-x°w' (х) < Ab3wn (x) 

w" (х) + 2btxaw' (х) > -^-b3wn(x). 

* Запись Д (а?К/2 (а?)'при /2(а0фО означает, что lim /jJl) = 4 а п р и /2 М = п 
x-voo / 2 (^) ' Ч 

означает, что lim /i-(a?) = 0. 
х-+сс 
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Умножая обе части первого из этих неравенств на w'(x)y а второго — 
на x~aw~n (x) и интегрируя от х0 до х, находим: 

х 

и,'* (х) + ±-Ьг \ z°w'* (z) dz < w'* (х0) + -^w™ (x), 
Хо 

w'{x) • С w'*(z) , . &з , х 2Ь1+вх-°-1 

— \-п\ л: dz > -7-ln -г— w (XQ). 
xawn(x)^ lzawn+1(z) ^ 4 x0 n - i v °' 

Но эти неравенства противоречат друг другу, так как первое из 
них дает: 

71+1 

и/ (x) <^ c{U) 2 (х) при х > х0, 

где с2 = и;'2 (#0) иГ1_п (#0) -\—-г-т , в силу чего из второго получается 
1 71 -у-1 

противоречивый результат: 

Тем самым мы доказали, что уравнение (8) не имеет продолжаемых 
неограниченных решений. 

Пусть w (х) — положительное продолжаемое решение уравнения (8). 
1 

Покажем, что либо w (х) <—< fen_1, либо w (x) — 0. 
Из (9) ясно, что для любого б ЕЕ (0, Ъ) найдется такое число хъ, что 

при х > #5 имеем: 
Ь-*<Щ<Ь + *-

В силу этого, из (8) следует, что каждый экстремум функции w (x) 
1 

выше прямой w = (b + б)п - 1 должен быть минимумом, а ниже прямой 
1 

w = (Ь — б) n_1 — максимумом. Поэтому без ограничения общности бу­
дем ниже считать, что решение w (х) при х > хъ нигде не пересекает 
упомянутые прямые. Таким образом, при х > хъ могут представиться 
три случая: 

1 

w (х) >{Ъ + б) л - 1 , (13) 
1 1 

(6 - б) "-1 < и ; (*) < (6 + б) l^i , (14) 
1 

0 < > ( * ) < (6 - 6 ) я - 1 . (15) 
Покажем сначала, что условие (13) невозможно. Действительно, в про­

тивном случае, в силу монотонности и ограниченности w (x), будет су­
ществовать конечный предел 

1 

limw 's)>(6 + б)71"1 
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И из (8) будет следовать, что 
w" (х) + 2b1xawf (х) > бх > 0, х > х09 

где х0 — достаточно большое число. Отсюда вытекает: 

x-w' (х) + (ах-0-1 + 26J w (х) > 

> 
Л-

бх l n ^ - + s-°u/ (xo) — а (° + *) ^ 2"а"2^ (2) #* ~ °°> 

что противоречит условию ограниченности w (х). 
Если для любого произвольно малого б ^> О при х > хь соблюдается 

1 
условие (14), то w (x) — Ъ71'1. 

Докажем, что если хоть для одного б ЕЕ (О, Ъ) удовлетворяется не­
равенство (15), то w (х) — 0. Так как w (x) монотонно убывает, то 

0 < l i m м?(а:) < 1 - б. 
х->ос 

Допустим, что lim w (x) > 0. Тогда из (8) находим: 
х->ос 

w" (х) + ~Y xaw' (x) < — б2 < 0 при х > х0. 

Отсюда легко следует, что 

x-w' (x) + (-£- + ox-i-°)w (х0) < - б2 In -~ - x-°w' (х0) + 

т. е. w' (х) — — ос, что противоречит условию (15). Этим доказано, что 
w (х) — 0. 

Докажем, наконец, что каждое стремящееся к нулю решение уравне­
ния (8) имеет вид (11). 

Пусть vx (x) и v2 (x) — линейно независимые решения уравнения (10) и 

Ч (х) •= v1{x)\e ° vl2 (z) dz, (16) 
х 

a w (x) — какое-нибудь стремящееся к нулю решение уравнения (8). 
Допустим, что 

х 
2° lbx{z)dz 
J e° \vx (x) v2 (x)\\w (x) | n _ 1 ^ < о о . (17) 
о 

Пусть х0 — настолько большое число, что 
х 

S° $b,(z)dz 
\ е» Ь3 (х) | vL (х) v2 (x)\\w (х) Г1 dx < \ . (17J 
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Рассмотрим операторы М± и М2, определенные в пространстве С[Хе, ») 
непрерывных и ограниченных на [х0, оо) функций следующим образом: 

z 

М,у (х) = 1 + ^ в» ( — ^ Г ~ Ря (Z) Pl (Z))&3 (2) У {z) dz' 
Хо 

М2 у (х) = 1 - у « (Vi {z) щ {z) _ - * 1 ^ - _ ' ) 6, (г) j , (z) dz, 
X 

где 63 (о:) = bd (x) \ w (x) |n_1. Пусть S — замкнутый шар || у || <J 2 в про­
странстве C[x9,ос]. В силу (16) и (17i) легко заключаем, что если 
У (х), у (х) G 5 , то 

| |M i 2 / | |<2, | М , у - З Д < 1 | | у - 1 , | | (г = 1,2). 

Следовательно, Мх и Af2 сжато отображают шар 5 в себя. Поэтому, в силу 
известной теоремы Банаха, они имеют соответственно неподвижные 
точки уг (х) и у2 (х). 

Из равенств 
2/i (3) = МгУг (X) (l = 1, 2) 

непосредственно следует, что 

yi(a) — c 0 > 0 , у а ( ж ) ~ 1 . (18) 

Легко видеть, что функции 
wi(x) = i?i(a:) ^(а?) (i = 1, 2) 

являются линейно независимыми решениями уравнения 

w" + Ъ1 (х) w + b2(x)w = 0, (19) 

где 62 (я) = 62 (#) — Ь3 (х) \ w (x) |n_1. Так как и w (x) является решением 
этого уравнения, то 

w (х) = c1wl (х) + c2w2 (х). 
Отсюда, в силу (18), имеем: либо w (х) ~ с0с^(х)9 либо w (х) — с2г?а (х), 
где d ф 0 (t = 0, 1, 2), т. е. w (x) имеет вид (11). 

Итак, нам остается доказать соотношение (17). 
При помощи подстановки 

х 

~~ 2~ 1 Ь' <2) dZ 

v(x)=e ° со (х) ( 2 0 ) 

уравнение (10) можно привести к виду 
со" == D (х) ©, (21) 

где 

Я (*) = —2— + —о ь2 (х). 
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Рассмотрим функции 

У^- £ dz 

Ясно, что 
ф± £ (х) = е 

Ч>"±ЛХ) = # ± е ( 5 ; ) ф ± е ( а : ) ' 
где 

Ь\{х) 
D±* (Х) = —4 62 ± в + 

6i (ж) Ъг (х) 

Гъ\{х) 

Будем считать, что если D (х) ~ 0, то 

\D(x)\<D„(x), x>x0, 

а в остальных случаях соблюдается условие 

ZL£ (х) < D ( * ) < D+z (x), х> х0 *. 

Пусть D (х) —О и со (х) — какое-вибудь решение уравнения (21). 
Пусть 

ф (X) = |ю (Х0) | + -со' (хр) 1 
-)у+Л*)' 

Так как 
Ф (х0) > | со (х0) | и ф' (s0) > | со' (х0) |, 

то, в силу леммы 1, имеем: | со (ж) | <^ф (я), т. е. 

со (ж) = 0(ф.ье(ж)). 

Отсюда, в силу (20), следует, что для любого решения v (x) уравнения 
(10) справедлива оценка: 

v (х) - О 
• s ^ - v ^ - - £ j dz 

Так как w (х) является решением уравнения (19), где Ь2 (х) ~&2> т о 

w (х) = О 
-№-¥&--».)* 

Считая е достаточно малым, в силу двух последних оценок легко 
заключить, что имеет место (17). 

Пусть lim £ ) ( # ) > 0, а сох (х) — решение уравнения (21), удовлет-
х-кэс 

воряющее условиям: 

Ф_£ (*о) = ©1 (*о) = Ф+£ W » Ф1В (*©) < <*>' (*о) < Ф+£ (*<>)• 

* Так как уравнение (21) не имеет колеблющихся решений, то lim D (х)^0. 
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В силу леммы 1, 

ф_£ (Х) < % (X) < ф + £ (х), Я > Х0. 

Следовательно, уравнение (10) имеет решение v± (x) такое, что 

J ] / " Ь 1 ( 2 ) - Ь - е dz i J Ьх <z) dz J j / 4 < f > _b2+s dz 

ex° 4 < M * ) * x° <e*° 4 , x > s0. 
(22) 

Отсюда, в силу (16), имеем: 

d2 r ' e * V * * 7 < v2 (x) e " < 

<d1areea* v ' , * > 0 (i = l, 2). (23) 

При помощи аналогичных рассуждений находим: 

u> (ж) = О Г]^-/^Ч*]. (24) 

Согласно (9) можно 8 взять настолько малым и #0 настолько большим, 
чтобы при х > #0 удовлетворялось неравенство 

В силу (22), (23), (24) и (25), получаем: 
X 

оо J bj (z) dz 

^e° | P l(x) bi(x)\\w(x)\n-1dx^f 

(25) 

( " - 1 ) b 2 f z-=dz 
2bi 

< C \ x ' a e x° c t e < oo, 

чем доказательство леммы завершено. 
ЛЕММА 3. Если функции bi (х) (£ = 1,2, 3) суммируемы на каждом 

конечном отрезке промежутка (0, оо) ц 
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то любое неколеблющееся продолжаемое решение уравнения (8) при х —> оо 

стремится либо к Ь71'1, Либо к — fen_1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть w (x) — неколеблющееся продолжае­

мое решение уравнения (8). Не нарушая общности, будем считать, что 
w (х) ^> 0 для больших х. Докажем сначала, что функция w (x) ограни­
чена при х —» оо. В самом деле, если допустить противное, то, как это 
легко можно показать, найдется таков х01 что при х > х0 

^ > ^ M 2 w P w'{x)>0-->n-i 

В силу последних неравенств и условий (26), из (8) найдем: 

w" (х)^-^-гоп (х), х > х0. 

Пусть wn+1 (x0) w~n~x (x) <^ ~Y при х ;> xv Умножая обе части послед­
него неравенства на w' (х) и интегрируя, находим при х > хг: 

w 

т. е. 
п+1 

м/ (ж) и; 2 (а:) > ] / g(w + i)> * > *i-
n+l 

Интегрирование этого неравенства по отрезку (хг, х) дает: 

w 
та—1 

2 (*i) > тг^т Т^^ТТ) <* - **)• 
что невозможно. Тем самым ограниченность w (x) доказана. 

Далее, как и выше, нам придется рассмотреть те же три случая (13), 
(14) и (15). Точно так, как в предыдущей лемме, можно доказать, что 
случай (13) невозможен. Докажем, что невозможно и условие (15). Дей­
ствительно, в противном случае найдется такое х0, что при х > х0 будем 
иметь: 

w" (x) < 0, w" (x) + Ъг (х) w° (x) < 0. 
Отсюда вытекает: 

X 

— I Ьх (z) dz 
wf (х) < и / (х0) е Хо < и / (х0) 

и 
w (х) < w (х0) (х — х0) + w (д'0) -* — оо при х -> оо, 

что противоречит условию (15). 
Итак, каково бы ни было 6 ^> 0, при х ^> х§ удовлетворяется (14), 

1 
а это и означает, что w (х) — Ъп~х. 
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Теперь перейдем к изучению поведения при t -> оо .продолжаемых 
решений уравнения (1). Не ограничивая общности, мы рассмотрим лишь 
те решения, которые выходят из произвольно фиксированной точки (£0, и0) 
первого квадранта плоскости t, и, пользуясь при этом обозначениями, 
введенными в § 1. Для определенности будем считать, что и0 ^> 0. При 
и0 — 0 имеем иУо (t) = 0, а все остальные формулы сохраняют силу. 

Ниже мы будем считать, что 

a (t) = a0 (t) + a (t), 

где а0 (t) — дважды непрерывно дифференцируемая и положительная 
функция, a a (t) удовлетворяет условию 

- § Г ~ 0 . (27) 
a0(t) v y 

ТЕОРЕМА 2. Если 
_ 1 „ _ 3 оо _ 2 _ 

Ai (0 = i f e l F + («о "+3 (0 ) «о "+3 (0 ( \ аГ3 (т) dx) ~ А, > 0, (28) 
t 

то Г < Го < Г и 

в- (0 ~ 4J"1 а~ ™ (0 ( ^ аГ' (т) dt) 

МО ~ci*> Г о < т < т , 
И*, ( 0 — С0, 

Uy (/) ____ c2t9 r < r <To, 

1 _ _ 1 _ оо 2 

Bl (*) ~ _ J»"1 «о «« ( 0 J ̂  a«Ti (T) ^ 

2 
"п-1 

2 

где с 0 > 0 , с4 = < ч ( г ) > 0 (i = 1, 2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ниже будет доказано, что из (27) и (28) 

следует соотношение 
оо 

\ a (t) tn dt < оо. (29) 

Покажем, что если удовлетворяется (29), то Т <С То <С Т- Таким об­
разом, мы должны показать, что решение щ (I) продолжаемо, если 
I То — Т | — достаточно малое число. Возьмем у настолько близким к у0, 
чтобы при некотором достаточно большом t1 мы имели бы: 

с — 
I M * i ) | , > - | i - " 

—^ + | щ {tx) |] ^ (Л - 1) ^ а (т) т» dx > 0. 

Из равенства 
t 

щ (t) = щ (tj + щ (h) (t — *i) + ^ (* - т) a (T) I aY (т) Г sign и (г) dx 
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следует, что 

а (t) | щ (t) \п р ^ - 1 + | щ (О \+^.а (т) | и, (т) Г йт]"П< a (t) Р . 
h 

Интегрирование этого неравенства по отрезку [tv t] дает: 

—^ h | щ (^) | + \ а (т) | ггу (т) |n dx < cn_1, t > ^, 

т. е. 
1 

откуда и следует, что щ (t) — продолжаемое решение. 
Если и (t) — решение уравнения (1), то в результате подстановки 

оо 2 I оо 2 

(30) 

х = 1 п ( ^ а 0
п + 3 ( т ) й т П а Г 3 ( т ) Л ) , 

«о I ( 

"(О = «о п + 3 ( 0 ( ^ а Г 3 ( т ) Л ) _>(_), 

для ы; (ж) получаем, уравнение виДа (3), где 

Пусть 
*i (*) •= ^ г > *. (*> = ^ i го, &з (*) - 1 + £ § -

_____ ^ ___ п - 1 
^о = « о + 3 ( д ( ^ Г 3 ( т ) ^ ) «0, 

Wp (x) — решение уравнения (8), удовлетворяющее условиям 

^з (°) = wo> w'$ (°) •= Р, 
а ц?р (о:), w^ (а:) и wj (x) — решения уравнения (8), которые получаются 
из ~uy(t), иУо (t) и и- (t) посредством преобразования (30). Очевидно, 
что решения w^ (х) при р ЕЕ [р, р] будут непродолжаемыми, а при осталь­
ных значениях Р — продолжаемыми. Кроме того, если Р ЕЕ [ро, PL то 
w$ (х) У* 0 при х > 0, а если р е= [р, 30], то w^ (х) < 0 при больших х. 

Из (27) и (28) следует, что 

х-со &3 (Ж) Х ^ 

т. е. в рассматриваемом случае все условия леммы 2 удовлетворяются. 
Поэтому учитывая, что функции 

ors(0($Vi'(T)dt)n~1 
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1 ©э 2 

^r(0(^o+ 3(t)dt)n _ 1 

t 

являются линейно независимыми решениями уравнения (11), заключаем, 
г 

что, каково бы ни было р е= [р, р], либо \w^ (х) | — А " ' 1 , либо w(x) ~ 0 и 

wa 
(х) ~ аГ3 (t) ( \ аГ (т) dx)71'1 (c0 + Clt)9 (31) 

где | с0 | + | d | ф 0. 
Докажем, что 

w-& (х) -A?'1, wt(х) ~ - АГ\ (32) 

а для WQ (х) при р < Р <СР имеет место (31). 
Мы приведем доказательство лишь первого из соотношений (32), так 

как второе доказывается совершенно аналогично. Допустим противное, 
а именно, что щ (х) —- 0. Возьмем х0 настолько большим, чтобы было: 

1 

ы>| (х0) < 5 Г \ ш'ъ (х0) < 0, 
где 

Отсюда ясно, что если Р^>Р, но разность Р — р достаточно мала, то 
1 

*М*о)<#Г\ ^ (*<>)< о. 
Так как каждый экстремум любого решения w (x) уравнения (8) меж-

1 

ду прямыми w = 0 и w = В™'1 является максимумом, то w„ (x) <^ 0 при 
х ^^ XQ, т. е. 

1 

0 < ^ ( * ) < Я Г \ х>хОУ 

что невозможно, поскольку при Р ̂ > Р решение iv* (x) непродолжаемое. 
Пусть р 0 ^ р < ^ р . Покажем, что wQ>(x) —0. Допустим противное: 

1 ' 

пусть w$ (х) ~ Al~l. Пусть при х > хг = х (t±) решения w-» (x) и w^ (x) 
удовлетворяют условию (14), где Ъ = Av а б подобрано таким образом, 
чтобы 

^ - б> I1 - {лЫГ} > ̂ + б> I1 - ( Ы П • <33> 
Для решений щ (t) и u- (t) уравнения (1), соответствующих w» (x) и 

WQ (X), имеем: 

0 < и7 (0 < и- (t), uy (t) <u-(t), t>tQ. 
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Пусть и (t) — решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям 

й (h) = иу (*i)» Щ (*i) < й (*i) < и- (tj, 

a w(x) — соответствующее ему решение уравнения (8). В силу леммы 1 
имеем: 

щ (t) < й (t) < и- (t) при t > tv 

Следовательно, 

WQ (Х) <^W(X)<^ Щ (Х) при х ;> xv 

Отсюда вытекает, что вместе с функциями w„ (x) и wx (x) функция 
w (х) удовлетворяет условию (14) при х ^> xv Поэтому, в силу (33), имеем: 

w™(x)—w (х) / ~ п / \ \ / ~ / \ \ - 1 

w- (х) — го(х) * \ и? (х) I \ ю- (х) j 
п 1 

> (Аг - б) [1 - (^=Jp] [1 - ( f ^ f ' Г > А + б, х > ъ. (34) 
Отсюда, считая, что ^ г Ы ^ А± + б при х > а ,̂ в силу (8) найдем: 

(ii7p (x) — w (х)У + bx (wg(x) — w (х)У > 

> Ь3 (х) (4% (х) - w (x)) [A t + S - | g - J ) > 0. 

Принимая во внимание, что wg (x^) ^> wf (а^), из последнего нера­
венства выводим: 

(юр (ж) - шэ (ж))' > е-ь.(*-*.) ( Ц ( ^ ) - w (xj) > 0 
и 

^ 1 si) — W (*i) 
M ? g ( o o ) — М 7 э ( о о ) > g- > 0 , 

что невозможно, так как 
1 

Полученное противоречие доказывает, что w^ (x) ^ 0 и, следова­
тельно, в силу леммы 2, имеет место оценка (31). Аналогично доказы­
вается справедливость этой оценки и при (3 ЕЕ (Р, Р0)-

Согласно (31) и (32), из (30) непосредственно следует справедливость 
указанных в теореме асимптотических формул. 

Для завершения доказательства теоремы нам остается показать, что 
из (27) и (28) следует (29). 

Рассмотрим сперва случай, когда 

п _ (М-3)2 л ">0 

Учитывая, что в качестве решения v2 [x) уравнения (10) можно взять 
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функцию 
1 оо 2 

п+3 / .\ ( Г п+3 , aTi{t)[\aT4x)dx) , 
't 

из (23) находим: 
2(п+1-8+е) 

aT4t){\<+4t)dx 
't 

>cu 

(n-l-Ъ-е) (п+3) 

п+3 , а0 (t) < с2 \ а"+3 (г) d t 

(35) 

(36) 

- (п — 1) у D — положительные постоянные. где с19 с2 и б = 2 

Интегрирование неравенства (35) дает: 

оо 2 п - 1 
п+3 / л _7_, ^ - л . п+з-25+2е ао ( t ) d t < c 3 ^ 

.(л —1)6 

, с3 > 0. 

Считая, что е<^ 0 , г , в силу последнего неравенства из (36) 
найдем: 

а0 (t) <^ с41 •(n+1+bi) 

где с4 > 0, ох = ~ /о, —26 1-2 ^> 0- Полученная оценка вместе 

с (27) доказывает справедливость условия (29). 
Если же D <J0 , то для достаточно больших значений t будем иметь: 

(«о_ЙТз(0)">о и (а7^(о)'>о. 
Отсюда получаем, что 

«о (0 < const 
tn+3 

и, следовательно, имеет место (29). Теорема доказана. 
Допустим теперь, что A1(t) — 0. Рассмотрим выражение 

оо 2 
71+3 А 2 (0 - | In ^ а0

п+3 (т) Л | Л г (0 - ^ 1)2 • 

Пусть A2(t) — А 2 > 0. Полагая 
оо 2 1 2 

ж = 2 l n ^ 0
n + 3 ( t ) ^ | % и ( 0 = ( " г ) " ~ Ч n + 3 W [ ^ o n + 3 ( t ) d t ] n ~ ^ ( x ) , 

для н; (#) получим уравнение вида (8), где 
п + 3 Вг(х) 2 (п — 1) 11), 5 2 (ж) = А2 (t) + -jJ?L—x-*, 

В3 (х) = 1 + а (О 
«о (О 

2 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Применяя лемму 2, тем же способом, каким мы доказали теорему 2, 
можно доказать справедливость следующего утверждения. 

ТЕОРЕМА 3. Если 
оо 2 

П+3 : A2(t)=Un[ йо"+3 (т) dx I [ | ^ ^ + (« " + 3 (0)" «о " + 3 ( 0 X ( / » - I )2 

X ( ^ 0 ^ ( т ) Л ) 2 72 + 3 
(п - I)2 • 4 2 > 0 , 

то т <С То <С Т и 

wY ( 0 < 
1 

I П — 1 

и- (0 ~ ЛГх | In ) rt+s (т) dx I "-1 а0 "+3 (0 ( \ а0
п+3 (т) dx) n~\ 

t t 

и-< (О ~ cjt, To < Г < Т, 
"Y„ (0 ~ с0, 

МО М. Г <Г <Г0, 
оо 2 1 1 оо 2 _ 2 

In ^ ао^8(т)^|""~Ч"^(0(5 « o ^ W ^ T ^ 
t t 

где с0 > 0, а = с{ (г) > 0 (i = 1, 2). 
Имеет место следующая 
ТЕОРЕМА 4. ifo/ш и.ргг достаточно больших t 

a (t) **+i > б > О 

то у = То = Т и 

[ ta (t) dt < оо, 

"Y„ (t) — c0 > 0. 

(37) 

(38) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем сперва, что при условии (37) 
каждое продолжаемое решение уравнения (1) ограничено при t -» оо. 
Допустим противное: пусть уравнение (1) обладает неограниченным про­
должаемым решением и (t). Считая, ^то и (t) ^> 0 при больших t, выво­
дим из (1) либо 

и" (t) ~ с > 0, (39) 
либо 

и' (t) -> оо, когда t —> оо. (40) 
Если удовлетворяется (39), то для больших t имеем: 

- | - < и ' ( * ) < 2 с . 

В силу этого неравенства и условия (37), из уравнения (1) получаем 
противоречие: 

t t 

2с > и' (t) - и' (h) + [ а (т) ип (т) dx > (-~)П \ а (т) (т - ^ ) n dx — оо, 
и и 

когда t —* ос. 
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Если удовлетворяется (40), то перепишем уравнение (1) следующим 
образом: 

и" = ах (t) и, 
где 

а± (I) = a (t) и71-1 (t). 

Рассмотрим уравнение 

V-^^^t-v. "(41) 

В силу (40), ——- ~> оо при t -> оо. Поэтому из (37) следует, что при 
достаточно большом t± 

Если 
_ 2(эт+1) п+3 

e=min{*1
 n-' u(tl), ^ - ^ - t . ^ u ' ^ } , 

2(n+l) 

то для решения v (t) = st n г уравнения (41) имеем: 

и (tj) > v(t±)y и (tj > v (tj. 

Отсюда, в силу леммы 1, следует: 

2(71+1) 

и (t) > et n~x при г > tv 

С помощью последнего неравенства выводим из (1). что 
п—1 п+1 

u"(t) и (t) > 6 s * и 2 u'(t), 

откуда посредством интегрирования находим: 
71+3 

и (t) и 4' (t) > 8г > 0, * > *2, 

где £2 — достаточно большое число. Следовательно, 
71—1 71—1 

»~ ^ («о) ~ и ~ (0 > ( И ~4 1 ) б 1 <* - '*>• ' > '*' 

Мы получили противоречие; тем самым доказано, что уравнение (1) 
не имеет продолжаемых неограниченных решений. Значит, у = у0 = у. 

Выше мы установили, что wYo (0 — с0 > 0. Покажем, что с0 ^> 0. 
Действительно, если допустить, что с0 = 0, то, в силу (38), из уравне­
ния (1) получим: 

со оо 
ич0 (t) = \ dx \ а (тх) ип (тх) dr± ^ щ0 (t) \ ха (т) dr. 
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Отсюда следует, что щч (t) -» оо при t —- оо, но это противоречит нашему 
допущению. Теорема доказана. 

Рассмотрим функцию 

О 

Пусть существует предел 

lim A3(t) == А3. 
t-+OQ 

Нетрудно доказать, что если А3 <^ 0, то выполняется (38); если А3 = 0, то 
оо 2 

\ ап+3 (т) dx = оо, 

а условие (38) либо выполняется, либо нет; если же А3 ^> 0, то 
оо оо 2 

\ta{t) dt =Д ап+3 (t) dt = оо. 

Ниже мы рассмотрим именно те случаи, когда выполняется (37) и 
оо 

\ ta (t) dt = оо, так как случай, когда выполняется (38), уже разобран 
в предшествующих теоремах. 

ТЕОРЕМА 5. Если 

А* (0 = 7 ^ + [(а° ^{t)) lh ^{t)(\^{t)^ + 
о 

t _ 2 _ 

+ 7 ^ г # ] Ь ^ «"+3 (*) ^ ~ А , > 0, (42) 
О 

то т = То = Т и 
1 * 2 - - ^ _ 1 _ < _ 2 _ _ - - — • 

«v. (О ~ ^ Г (in J « Г (t) dt) " а~ п+3 (0 (^ С 3 (т) dt) П" . (43) 
О О 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагая 

т 
х = 2 (in \ аТ (т) dt) , 

oJ (44) 

ы (0 = (-г) Л"1 «оп+3 (0 (\ С 3 (т) Л ) п'\ (*), 
о 

для и; (х) получим уравнение (8), где 

М*) = -2^Й)(*+4-)' bi(x)=Ai(t)+-(^wx-\ 
Ъ (Х\ - I J- JLifl 
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1 

В силу (42) и леммы 2 получаем, что w (x) — А™'1. При учете по­
следнего условия из (44) непосредственно вытекает справедливость асимп­
тотической формулы (43). 

ТЕОРЕМА 6. Если 

_ j_ * _ _JL ' _!_ 2 
2 (п -f- l j I / n+3 / , \ \ n+3 / , \ / f ™+3 ' Лз (0 = ^ j f + [a0

 w (t)) a0 ™ {t) []аГ (т) Л ) ~ Л 3 > 0 , (45) 
0 

то у = To ~ T & 
1 1 * _ 2 _ - - ^ -

wYo (0 ~ AT1 a0~ n+s (t) (\ at3 (x) dx) ""'. (46) 
0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагая 

t 2 _ _1_ J _2_ - -A-

x = ln\ С 3 (т) rfr, и (t) = ao n+3 (0 Q С 3 (т) dr) ^ w (x), 
0 6 

для w (x) получаем уравнение (8), где 

Учитывая условие (45) и лемму 3, легко убеждаемся в справедливости 
асимптотической формулы (46). 

§ 3. Асимптотика непродолжаемых решений 

Пусть t0 ^> 0, и0 > 0. Как и выше, будем считать, что иу (t) — решение 
уравнения (1), удовлетворяющее начальным условиям 

и (t0) = щ, и (t0) == r-

Имеет место следующая 
ТЕОРЕМА 7. £Ъш а(£).— непрерывная положительная функция на 

[0, ос), то для любого tx ^> tQ найдутся такие числа Т (*i) и т (*i), что ре­
шение щ (t) при Т£=(Т (̂ г)> Т (̂ i)) ограничено на [t0, £j , при Т€= hf (̂ i)> 
Т (£х)] имеет вертикальную асимптоту для некоторого значения ty t <^tl9 
а решения z/Y(fi) (0 и иуц) (0 ^ u t -> t± имеют соответственно вид 

1 _ _ 2 _ 

77 //г _ Г_2(я_+1)_-|п-1 , " n-i 

1 _ _2_ 

2(п + 1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подстановка 

n - l 

1 
х = - , и (t) = х г w (x) (47) 
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преобразует уравнение (1) в уравнение 

wn = (а0 (х) + а (х)) т\ (48) 
где 

M^^g, aW=iM 
Положим х0 = _ , w0 = х0и0. Пусть WQ (x) — решение уравне­

ния (48), удовлетворяющее условиям: 
w (х0) = w0, w' (х0) = р. 

Согласно теореме 2, найдутся такие числа Р (£х) и р (^), что 

^з (#) 

и>о(я)~ 

2(л + 1) 
L a (h) (n - 1)2 

2(я + 1) 

1 П+1 
п-1 п - 1 

X , 

1 п+1 
п-1 п - 1 

X a (h) (п - 1 ) 2 J 

t*p(*) = 0(*) , Р Е ф , р ) , 
а для остальных значений р решения и?$ (х) непродолжаемы. Положив 

Г(У = ^о + ^о'Р (*!>, Т (*,) = и>0 + хо1 Р (О, 

в силу последних оценок и формул (47), легко убеждаемся в справед­
ливости нашей теоремы. 

Поступило 
9.IV.1963 
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