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1964 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК Т. 65(107), № 2 

О колеблемости решений уравнения 

И. Т. Кигурадзе (Тбилиси) 

В настоящей работе рассматривается уравнение 

-±JL + a(t)\u\nsignu=0, (I) 

где я > 1, а функция a(t) суммируема на каждом конечном отрезке про
межутка (0, оо). 

Решение уравнения (1) называется продолжаемым, если оно абсолютно 
непрерывно вместе со своими производными до порядка т—1 включительно 
на некотором промежутке [/0, оо). 

Продолжаемое решение уравнения (1) называется колеблющимся, если 
оно имеет бесконечное число нулей, в противном случае оно называется 
неколеблющимся. 

В § 1 выводятся асимптотические формулы для неколеблющихся реше
ний уравнения (1). В § 2 и § 3 устанавливаются критерии колеблемости 
решений уравнения (1) при /г>1 и решений уравнения 

-g-+a(0a = 0. (1') 

Некоторые результаты настоящей работы без подробных доказательств 
изложены в заметке [4]. 

§ 1. О поведении неколеблющихся решений уравнения (1) 

Т е о р е м а 1. Пусть l^k^m. Для того чтобы существовали ре
шения ui(t) ( /=1, 2, . . . , k) уравнения (1), имеющие при t->oo вид 

Щ (t) ~ at'-1, щ (t) ~ (I-1) cttl-\..., u{l-l\t) ~ ( / - 1 ) ! сфО *, (2) 

достаточно и, если a (t)—знакопостоянная, необходимо, чтобы выполня
лось условие 

со 

$|а(0 |Г ' - 1 + ( я - 1 > ( *-" 1 ) Л<оо. (3) 

* Здесь и в дальнейшем записи /i (0 ~-/-2 (0> / ( 0 ^ 0 , / (0 ~ °° соответственно озна
чают, что lim ^ 1 \ i _ = l , lim/(/)=0, \imf(t)=oo. 

t->oo / 2 \Ч t~>oo t->co 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала достаточность условия (3). 
В силу (3), можно подобрать t0 так, чтобы 

оо 

n.2n[\a(t)\tm-lMn-l){k-l) dt<\. (4) 
to 

Рассмотрим операторы Mi ( / = 1 , 2 , . . . , ft), определенные на пространстве 
C\t0, оо) — непрерывных и ограниченных на [/0, ос) функций следующим 
образом: 

М1У (0=1 + ( ^ i y , \ (t~r)m-1 а(х)\у (т) Iя sign у (т) dx 
* ' t 

x a (tx) | у (tj) Г sign у (ti) dtx ( t = 2 , . . . , ft). 

Пусть 5 — замкнутый шар | | j / | | < 2 в пространстве Q^oo). Из (4) 
и (5) следует, что если у (t), у (/) 6 S, то 

\М, 
оо 

iy | | < 1 + 2 " 5 | а (0 | Г^1 + ( Л-1 } (*-1} dt < 2, 

о о • ч _ л _ 

|| A*rf,-A^ || < (п . 2п-1 J | а (О 1 Г - 1 ^ " ^ ^ Л ) || </-У | | < у II У - УII 

( /=1 ,2 , . . . , ft). 

Следовательно, при любом фиксированном г, 1 ^ / <^ ft, оператор Af, 
сжато отображает шар S в себя. Поэтому, согласно известной теореме 
Банаха, он имеет единственную неподвижную точку yt (t) £ 5» 

Из (4) и (5) непосредственно вытекает, что 

yi(t)~\ ( t = l , 2 , . . . , f t ) . 

Функции щ (t) = tl~~x yi(t) являются решениями уравнения (1). Очевидно, 
что имеют место соотношения 

М О — г'""1 ( f= i ,2 , . . . , f t ) , 

каждое из которых, как это легко следует из равенств Ui{t)—tl~lMi (Ьх~~1щ (t)), 
сохраняет силу и после формального дифференцирования i— 1 раз включи
тельно, т. е. имеют место соотношения (2). 

Предполагая, что a (t) — знакопостоянная функция, а уравнение (1) имеет 
решения вида (2), докажем, что соблюдается условие (3). 

Так как решение М О монотонно вместе со своими производными до 
(т—1)-го порядка включительно и справедливы формулы (2), то 

4 Л (* )~0 ( / = f t , . . . , m - l ) . 
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Отсюда и из (1) следует, что 

ufl) (t) = ( * - ! ) ! ck+ (m^k)l J (f-t)w-*fl- (t) | uk (t) Iя sign uk (t) rfx. 

Принимая во внимание, что a(t) — знакопостоянная функция и \uk(t)\^> 
! ckl .k—\ j> —2~ t у начиная с некоторого t0 получаем 

j-.b tj2 и ОО 

(k-l)\\ck\> | — ^ - | ck Г J I a (T) | tm-1+"1-1» <*-" dt, 

т. е. имеет место условие (3). Теорема доказана. 
Теорема 1 является обобщением принадлежащего М. Щ Соболю (см. [7]) 

следующего утверждения: 
Т е о р е м а Соболя . Для того чтобы уравнение (1) [имело фунда* 

ментальную систему решений вида 
uk (t) ~ tk~\ uk (t) ~ (ft-1) tk~\ . . . , u{fl) (t) ~ (ft-1)! (ft = 1, 2 , . . . , m), 

достаточно и, если a (t) — знакопостоянная, необходимо, чтобы выполнялось 
условие 

ОО 

^\a(t)\tm-ldt< ос. 

С л е д с т в и е . Пусть и(t) — нетривиальное решение уравнения (1), 
удовлетворяющее условию 

u{t)=0{tm-\ (6) 
Если 

ОО 

\\a(t)\tn{m-X) dt <оо, (7) 

то 
и(0 ~ ctk~\ u'(t)~ (ft-1)ctk"\ . . . , u{k~{) (t)~ (ft-1)! c, (8) 

где 
1 c=f=0, l < f t < m . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Перепишем уравнение (1) следующим образом: 

dmu 
dtr 

\П— 1 

+a x (0 ^ = О, 

где a1(t)=a(t)\u(t)\n . Согласно (6) и (7) ясно, что 
ОО 

^(t)^1 dt <оо. 

Поэтому из теоремы Соболя следует, что u(t) имеет вид (8), 
Как мы уже показали, если выполняется неравенство (7), то уравнение 

(1) имеет семейство решений вида (8). Но при я > 1 уравнение (1) помимо 
этих решений может иметь также решения совершенно иного вида. Ока-
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зывается, что семейство решений вида (8) обладает некоторым свойством 
устойчивости, т. е. справедлива 

Т е о р е м а 2. Если п^>\, 

JlaWlf^dfO 

и u(t) принадлежит семейству решений вида (8), то любое решение v(t) 
принадлежит этому же семейству, если 

*=2l"w ( 'o)-Agi 
— достаточно малое число. 

Для доказательства этой теоремы нам понадобится 
Л е м м а 1. Пусть функция G(t, т, х) определена при t,x^t0y 

— оо<^ Jt0<^jt<Vxi <^ + оо, не убывает по х и для любого конечного числа 
t^>t0 и любой непрерывной на [t0, t] функции у(т), х0 <[ у (х) < хг при 

t 
^£[tQ,t), существует интеграл [G(t, x,y(x))dx. Пусть, кроме того, un

to 
тегральное уравнение 

__ t __ 
»(0=f(0+5G(^Tfj/(t))dt, 

to 

.где f(t) — определенная на [t^ со) функция, имеет решение у (t), непре 
рывное на некотором промежутке [t0, t). Если при £ 0 < ^ < ^ i непрерыв
ная функция y(t) удовлетворяет неравенствам 

х*<УУ)<хъ y(t)<f(t)+\G(tyx,y(x))dx, 
to 

то y(t)<Cy(t)> t0^t<^t2, где t2=mm{t9ti). 
Д о к а з а т е л[ь с т в о. Так как у (t) и у (t) — непрерывные функции и 

У(^о)<СУ(*о)> iT0 н а некотором промежутке t0^t<^t3^t2t будем иметь: 
n(t)<y(t). 

Далее, ясно, что t2=t2, ибо в противном случае мы имели бы y{t-s)= 
= y{t^> что невозможно, так как 

и _ 
У (Q - У (Q >] IG (f 8, т, у (х)) - G (*„ т, у (т))] dt > 0. 

П р и м е ч а н и е . Пусть выполняются все условия леммы 1 и, кроме 
того, решение yG(f) интегрального уравнения 

_ t _ 
y*(t) = f(t)+^[G{t,x, ye{x))dx 

i 
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при е->0 стремится к y(t). Тогда из условия х 0 < у ( / ) < х ь У УЖ 
t 

<f(t)+^G(t,T,y(x))dx, / 0 < / < ^ , следует, что # ( / )<#( / ) , / 0 < / < / 2 . 
to 

Действительно, в силу леммы 1, */(0<*/е(0- Переходя к пределу, при 
8—>0 получаем нужное нам неравенство. ; 

Пусть G(t, x,x)=g(x)xn,n>l,f(t)=c>0. Тогда у (t) = \cl~n - (п - 1)х 

\g(x)dx^\ Поэтому справедливо следующее утверждение. 

С л е д с т в и е . Если при t0<^t<jx непрерывная неотрицательная функ
ция y(t) удовлетворяет условию 

t 
y(t)<c + ^g(x)yn(x)dx, 

где " > 1 , ё(0>0 и c1 = cl~n-(n—l)[g(x)dxy>0 
>$< 
и 

то y{t)<ct 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Так как u(t) = 0(tm l) ч 
со 

i\a(t)\tn{m~l)dt<l ос, то найдется такое число tl9 h^>t09 что 

П — 1 с i .. /J\ , Ji (m—1) 

(« — i ) ^1«(0W" ' d * > 0 . 

Отсюда, в силу непрерывной зависимости решений от начальных данных, 
следует, что 

£ i 
^ *, i fm—k—\ 

- ^ $ | « < 0 | < » < " - > * > 0 , 

если б — достаточно малое число. С другой стороны, из уравнения (1) 
имеем: 

*(0 
т—1 

<
W

S _ I ^ 1 ) J + 1 ^ П а ( т ) | т . ( ^ 1 ) 
* = o * ! ' l 

v(x) 
_.m—l 

Отсюда, в силу следствия леммы 1, получаем 

\v(t)\^clrntm-\ [t>h. 
Но это неравенство, в силу следствия теоремы 1, означает, что v (t) 

имеет вид (8). Теорема доказана. 
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§ 2. Критерий колеблемости решений уравнения (1) 

Л е м м а 2. Пусть и (t) — непрерывная, неотрицательная функция в 
промежутке (t0, ос), имеющая абсолютно непрерывные производные до 
(т — \)-го порядка включительно, которые сохраняют знак в этом про
межутке. Если ит (t) <^ 0 при t !> t0, то найдется такое число k, 
0<; k <i , что при t^>t0 будем иметь: 

i{i) (t) > 0 ( / - 1 , 2 , . . . , /), ( - 1) /+У° (0 > 0 (i=1+1,..., m); (9) 
и 

(t-toY " ( / ) ( 0 < Л " ч ,ц ( / - ° (0 ( / - 1 , 2 , . . . , / ) , (Ю) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко видеть, что если дважды дифференцируе
мая функция w(t) удовлетворяет условию w" (t)w(t)<^0, t^t0, то 
w'{t)w{t)>0, [t>t0. 

Покажем сначала, что если выполняются условия леммы, то ^ т - 1 ) ( 0 > 0 
при / > £ 0 . 

В самом деле, в противном случае функция ш(^)=а(ш~2Ч0> в силУ сДе" 
ланного выше замечания, окажется отрицательной. По этой же причине из 
условий a ( w _ 1 ) ( 0 < 0 , a ( m ~ 2 ) (0<0 следует, что а ( т ~ 3 ) (0<0 , И Т- Д- На
конец, получим и (/)< 0, что противоречит предположению. Этим доказан 

что и{т~1) (t) > 0. 
Теперь возможны два случая: либо и{т~2) (t) > 0, либо и{т~~2) (t) < 0. 

Если u{m~2){t)>0, то легко находим, что и{т~~3) (t)>0, . . . , и' (t)>0. 
Следовательно, k-- 1 . Если же'и{т 2 ) ( / ) < ° , то> рассуждая точно \т—2 

- I . пели ж е и 
2 

так же, как и выше, находим, что u{m~3)(t)>0, u(m~4)(0<°> и т. д. пока, 
наконец, не дойдем до такого /, для которого справедливы неравенства (9). 

Согласно (9) функция и{1) (t) неотрицательна и не возрастает. Поэтому 
(t — Q и{1) (t) < uu~~l) (t) и из тождеств 

(* _ to) и{1-^)=(\ +[i) ии~М) (t) - (1+0 u{l-£~l) (Q -

- \ [ш( /-° (т) - (t - tQ) u{l-l+l) (т)] dx (i = 1, 2 , . . . , I -1) 
по индукции получаем: 

(t ~ Ulti1^ (t) < (1 + 0 ии~'-1) (t) ( i = l , 2 / — 1), t > *0, 
откуда следует справедливость неравенств (10). Лемма доказана. 

Л е м м а 3. Если и (t) — непрерывная неотрицательная функция в 
промежутке (t0, оо), имеющая абсолютно непрерывные производные до по
рядка т—\ включительно, сохраняющие знак в этом промежутке, и 
u ( m ) ( 0 > 0 , то либо u(i[(t)>0 (i = 0, 1, . . . ,m) , t>t0, либо найдется та-
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кое число k90^k^ , что при t^t0 выполняются условия (9) и 

(10), где l=2k+ 1 + ( " ^ m " 1 . 

Действительно, возможны два случая: либо u{m~~l) (t) > 0, либо 
w(w~1) (0 < 0. Очевидно, что если u{m~l) (t) > 0, то u{i) (t) > 0 (/ = 1 , 2 , . . . 
. . . ,/TZ —2). Если же а<яь"1)(/)<0, то, в силу леммы 2, найдется такое &, 
0<;&<; , при котором выполняются условия (9) и (10), где 1= 

= 2* + 1+(-1)т~'-
О п р е д е л е н и е . Пусть а(0 — знакопостоянная функция, a u(t) — 

какое-нибудь решение уравнения (1). Если u(t) или —u(t) при больших t 
удовлетворяет неравенствам (9), где / = 2k И—+(— ) sign а ( ) ^ TQ ^ у д ш 

говорить, что ф у н к ц и я u{t) п р и н а д л е ж и т к л а с с у Л*. 
Т е о р е м а 3. Пусть т — четное число, а функция a (t) неотрицатель

на при больших t. Тогда для (колеблемости всех продолжаемых решений 
уравнения (1) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

оо 

С tm-la(t)dt=oo. (И) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . [ Н е о б х о д и м о с т ь условия (11) следует из 
теоремы L Действительно, если нарушается условие (11), т. е« 

{a(f)tm~x dt<l ос, то, в силу теоремы 1, уравнение (1) обладает неко
леблющимся решением u0(t) — с0ф0. 

Докажем д о с т а т о ч н о с т ь условия (11). Допустим противное, т. е. 
что при условии (11) уравнение (1).имеет положительное на [t0, оо) [реше
ние u(t), производные которого сохраняют знак в промежутке [t0, оо). 
Согласно лемме 2, u(t)£Ak, 0^k^—к—• Умножая обе части уравнения (1) 
на u~n{f)tm~~l и интегрируя, находим 

w(t)+n $ ^ ^ т + J f l ( t ) T m - ' r f T = c + ( m - l ) ( m - 2 ) . . .1 \^г1~Ых, 

(12) 
где 

w{t)=[tm-lu{m-\t) - (m-l) tm-%um-2 (0 + • • • 
. . . + (m-l) (m—2)... (/+1) tlui!) (t)] tCn (t). 

В силу леммы 2, убеждаемся, что если t^> t0, то ы ' ( 0 > 0 , О У ( 0 > 0 и 
удовлетюряется условие (10). Поэтому из (12) находим ( />/ 0 ) : 

$ а (т) т - 1 dx < с+2^ (т-1)! J $&dx < с+ ^ ^ ! « > - (д , 

что противоречит условию (11).* Теорема доказана^' 
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При т = 2 из доказанной теоремы получается теорема Ф. В. Аткин-
сона [2]. 

Т е о р е м а 4. Если т —нечетное число, а функция ait) неотрица
тельна при больших t, то для того чтобы любое продолжаемое решение 
уравнения (1) либо колебалось, либо монотонно стремилось к нулю, не
обходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

\tm~xa{t)dt^oo. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь этого условия следует из 
теоремы 1. Докажем его д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть и(t) — неколеблю
щееся решение уравнения (1). Покажем, что u(t)£A0. Действительно, если 
допустить, что u(t)&Ak, где &>>0, то из тождества (12) найдем 
оо 

fy (t) t"*"1 dt <^оо9 что противоречит условию (11). Таким образом, для за
вершения доказательства теоремы остается показать, что все решения 
уравнения (1), принадлежащие классу Л0, стремятся к нулю при t->oo. 
Допустим противное, т. е. что уравнение (1) имеет решение u(t)£A0, такое, 
что u(f)~c0^>0. 

Пусть u(t)^>-~- при / > ^ 0 . Умножая обе части уравнения (1) на tm~l 

ш интегрируя, находим: 

tm-lu(m-i) ф _ ( т _ ц f^uf-+) (f) + . . . + ( m _ l)\u(t)'+\ 
t 

+ \a{x)Tm-1un(x)dx=c1. 
и 

Отсюда, в силу (9), [следует: 

('f)f\a(x)xm^dx^c1, t>t0, 
to 

гчто противоречит условию (11). Теорема доказана. 
Прежде чем перейти к рассмотрению случая, когда a (t) <; 0, докажем 

справедливость следующих лемм. 
Л е м м а 4. Пусть и (t) — решение уравнения (1), {определенное на не-

котором промежутке [t0, ti), a v(t) — решение уравнения 

Л + b(t)\v\ns\gnv=0. 
dt 

Если a(t)^ — \ b(t)\ и начальные значения функций u(t) и v (t) в точке tQ 

удовлетворяют условиям и 0 > | и 0 | , и0^]v'0\9..., t/oW-I) > | flo*""1*), то 
.при t£[t0, ti) имеем: 

u/k)(t)-\vlk>{t)\>2 ; . _ ' , ; , {t-tork ( f e = 0 , l , . . . , m - l ) . (13) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что 
т—1 (/) t 

uik) W = 2 " И ! P " " ' ^ - (5=ЗЕЛ J ( ^ - T ) m " ^ W I " W I'sign и (t) rft, •,<*> /A _ v "° ft—t Y~k -
Zl {i—k)\ yL iQ) (m-
i=k ' tL 

t 

vw (o I < SVTT, C - ^ + Л Т f ̂ -T)m_& Ib ̂  11v W !"dT < 
~ (i—£)! (m—k) ! J / = £ 

!#' fJ j u-k 1 

ô 

< 2 ст, (f-*^- (S=^i J С-тГ"*а (*) 10 (t) Г dt ( f t = 0 , 1 , . . . , m-1). 

Поэтому, в силу леммы 1, \v(t)\<^u(t), / 0 ^ ' < ' i -
Отсюда и из предыдущих неравенств непосредственно вытекает спра

ведливость неравенств (13). 
Л е м м а 5. Если функция a(t) при больших t удовлетворяет нера

венству 

ti+n(m-i)a{t)<_^ . ( 1 4 ) 

где б — положительная постоянная, то для любого продолжаемого не
колеблющегося решения u(t) уравнения (1) имеем 

u(t) = 0(tm~2). (15) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное. Пусть уравнение (1) имеет 
положительное продолжаемое решение и (t), для которого не имеет места 
оценка (15). Тогда для больших t имеем и{1) (t)^>0 (1=0, I , . . . , m). Отсю
да следует, что w(/)>c0^m~1, t^t0, где ^ — достаточно большое число. 
В силу последнего неравенства и условия (14), из уравнения (1) найдем: 

и{т^ (0 >сЦ\а (т) | хп (m~1} dx ~ оо. (16) 

Перепишем уравнение (1) следующим образом: и(т) =ai(t)u, rjxe ai(t) = 
= — a (t) un"1 (t). Рассмотрим также уравнение v{m) = Ъ (t) v, где b (t) = 
= ^ - 1 ) . . . ( ^ - т + 1 ) Г т , Д=2 1 + n ( m ~ 1 ) . 

n —1 

Если e=min(*0 » ( g , . . . , X ( A _ ° 1 } . . . ( Л _ J l + 2) , Д " _ 1 | , то для ре-

шения v (t)=et указанного уравнения имеем: 

и (Q > v (Q, и' (Q > V (t0), ..., Лт~* ( д > а*'"-1' ( д . 
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С другой стороны, согласно (14) и (16), 0̂ можно считать настолько боль-
шим, что а (£)>&(*) при t^t0. Тогда из леммы 4 следует, что u(t)^et , 
t^t0. В силу этого неравенства, из уравнения (1) находим: 

u{m)(f)>tf(t), t>t0, , * = * ± L > 1 . 

Умножая обе части последнего неравенства на и' (t) и интегрируя, получим: 

и*"-1* (0 а' (О > J и ^ (х) и" (т) dt + ^ [г/+ 1 (0 - u^+1 (t0)]. 

Считая, что t^+ 1 (t) > 2a^+1 (*0) при t > tu найдем: a(m_1) (t) и' (t) > 

> — - — ^ l + 1 ( 0 > * > * i -
2(|i + l) ^ 
Повторяя этот процесс m — 2 раз, будем иметь: а ' т ( 0 >c{Vx+m(0» 

/ > / т _ 1 , где сТт = 2т^(\1+\).. .(\i+m-l). 
- 1 - Л -

Следовательно, и'(*)и m (/)>£i, / > / m - i . Но это неравенство про
тиворечиво, так как его интегрирование дает: 

—- W (fm—x ) ^ cl{l tm—i )> * 5 ^ *m—l • 

В силу полученного противоречия, лемма доказана. 
Т е о р е м а 5. Если т — четное число, а Ьрункция a(t) при больших 

значениях t удовлетворяет неравенству 

где б — положительная постоянная, то для того чтобы каждое про
должаемое решение уравнения (1) либо колебалось, либо монотонно стре
милось к нулю, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

оо 

i a(t)tm~xdt = -oo. (17) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь условия следует из теоре
мы 1. Докажем его д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть и (t) — продолжаемое ре
шение уравнения (1), которое положительно при больших значениях t. 
Согласно лемме 3, имеются три возможности: u(t)^Am; u(f)(+Ak, 0<^k^ 

<^ ~; u(f)(*A0. В силу неравенства (14) и леммы 5, первая возможность 

исключается. Покажем, что исключается и вторая возможность. Действи-



182 И. Т. Кигурадзе 

тельно, в противном случае из тождества (12) получим {a(t)tm 1dt<^oo, 
что противоречит условию (17). 

Докажем, наконец, что u(t) — 0. Допустим противное, т. е. что 
u(t)— с0^>0. Тогда из равенства 

t 
4- [a(x)xm~1un(x)dx=c 

и 
со 

находим С tm~~x \ a (f)\dt<^ ос, что также противоречит условию (17). Теоре
ма доказана. 

Если т — нечетное число, то, в силу тождества (12), существование 
00 

решения u(t)£Ak, 0<^k < ^ т ~ , влечет за собой условие С a(t)^"1 dt <С°°-
Следовательно, имеет место 

Т е о р е м а 6. Пусть т~нечетное число, а функция a(t) при боль
ших значениях t удовлетворяет неравенству a (t) t1+n (m~~1) < — б, где 
6 — положительная постоянная. Тогда для колеблемости всех продолжа
емых решений уравнения (1) необходимо и достаточно, чтобы выполня-

со 

лось условие С a(t)tm~1dt = — оо. 

§ 3. Критерий колеблемости решений уравнения (l')j 

Согласно приведенной выше теореме И, М. Соболя, для существования 
колеблющегося решения уравнения (Г) [необходимо, чтобы выполнялось 
условие 

С f^x\a{t)\dt = оо. 

Однако это условие не является достаточным, так как дифференци
альное уравнение и(т)+ -^и=0 не имеет колеблющихся решений, если 

алгебраическое уравнение X (Я— 1) . . . (X—т+1)+а0=0 не имеет комплекс
ных корней. 

Т е о р е м а 7. Пусть т—-четное число, а функция a(t) неотрицатель
на в промежутке (0, оо) и 

W°w^=°°' (18> 

где ф (t)—такая абсолютно непрерывная положительная, неубывающая на 
? dt (0, оо) функция, что \ -J—TTT <С°°- [Тогда все решения уравнения (Г) — 

колеблющиеся *. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное, т. е. что уравнение (1') имеет 

В качестве ф (t) можно взять, например, функцию In at\ где с > 1... 
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dtm 

неколеблющееся решение u(t). В силу леммы 2, u(t)£Ab 0<!fe<;—g—. 

Пусть u(t)^>0 при £>£ 0 и все производные от функции u(t) до порядка 
т— 1 включительно сохраняют знак в этом промежутке. Умножая уравне-

fn—i 
ние (Г) на—гк~и^) и интегрируя, находим: 

= c+(m—1). . . (£+1)/J ф ( Т ) и ; т / dx, (19)* 

где w (9=Г- 1 ы ( т - 1 ) (0 - (т - 1) Г - У т - г ) (*) + . . . . . + 
+(от—1) (m —2) . . . ( / + l)^u ( / ,(0. 

Из (9) и (10) следует, что 

w (0 > 0, uw (0 < " и (0 < ^ ы(0 при. * > 2*0. 

Отсюда и из (19) найдем: \ а(т) —т-г- dt < с + m ! 2 \ . <С°°> 
J Ф к~) J ^Ф v v 
2 * 0 2^о 

что противоречит условию (18). Теорема доказана. 
Л е м м а 6. Пусть (— \)ma(t)^0 при t^t0. Если решение u(t) урав

нения (Г) в некоторой точке tl9 ^i^>^0, удовлетворяет условиям 

( - 1 / u{i) (<!)>0 (* = 0, 1, . . . , m-1 ) , (20) 
то при t0^t<^ti имеем: 

(_ 1)У>(*)>0 (t=0, 1 , . . . , т - 1 ) . (21) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть x=t1—t, w(x) = u(t), тогда из (Г) и (20) 
находим: 

+ ( - 1)та(*!--х)а> (*)=<>, w{i) ( 0 ) > 0 ( / = 0 , 1 , . . . , m—IV 

Отсюда, в силу леммы 4, следует, что 

ш ( О (х)>0 (/=0, 1, . . . , т - 1 ) , 0 < * < * i - * 0 . 

чем и доказывается справедливость неравенств (21). 
Лемма 7. Если (— 1)о та(0<0 при t^tQ, то существуют решения 

уравнения (Г), принадлежащие классу А0. При этом нетривиальные ре
шения уравнения (Г), имеющие хотя бы один нуль на промежутке [t0, оо), 
не принадлежат классу А^ 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Vk(t)— решение уравнения (1'), удовле
творяющее следующим условиям: 

vk(k) = v'k(k) = ... - vim-2)(k) = 0, i4m~1)(£) = (- l )m~ 1-

Рассмотрим последовательность 

uk(t) 
га—1 -

2 КЧ'о)|] 
г=о J 

vk(t) ( £ - 1 , 2 , . . . ) . 

В силу леммы 6, ясно, что если &>/ 0 , то решение ^ ( / ) при t0^t^k 
удовлетворяет условиям (21). Последовательность точек (Uk(t0), u'k(t0), . . . 
.. . , ^iw_1)(/o)) /n-мерного эвклидова пространства компактна, так как 
га—1 

2 |г//гг)(/0)|=1. Поэтому, не нарушая общности, можно считать, что она 

сходится. Пусть lim и%} (t0) = u[L) и и0 (t) — решение уравнения (1'), удовлетво-
&->оо 

ряющее начальным условиям: и{^(t^—u^ (/=0, 1 , . . . , т — 1). 
Ясно, что lim uk(t) = u0(t), итак как при любом фиксированном k 

функция #*(/) удовлетворяет в промежутке [t0, k] условиям (21), то функ
ция u0(t) тоже удовлетворяет условиям (21) при t0^t<^oo. Следователь
но, u0(t)eA0. 

Перейдем к доказательству второй части леммы. Пусть нетривиальное 
решение u(t) равно нулю в точке tx\ покажем, что u(t)$A0. Допустим 

-противное. Тогда можно считать, что функция u(t) положительна при 
/ > / i и для больших значений t выполняются условия (21). Так как 
и' (ti) > 0 и и' (t) <^ 0 при больших значениях /, то найдется такое число 
*2> h > *1> ч т о а' {к) = 0. 

Точно так же получим, что u^m—^(tm) = 0 при £ m >/ i . Так как u(t)^>0 
при t^>tm9 то из (Г) следует, что (— l)m-1u(m-1)(t)<^0, t^tm. Это не
равенство вместе с условиями (21) означает, что u(t) = u(tm)^>0 при £>/w . 
Но отсюда, в силу леммы 6, следует, что u(t)^u (tm) (t0<^t^ tm), что 
невозможно, так как мы предполагали, что и (tx) = 0. Получили противо
речие, следовательно, лемма 7 доказана*. 

Л е м м а 8. Если (— 1)та(/)<^0 при ^>/0» т о для /яого чтобы все 
решения уравнения (Г), принадлежащие классу Л0, стремились к нулю 
при t—>oo вместе со своими производными до порядка т — 1 включитель
но, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

1dt = oo. (22) 

* Доказательство этой леммы имеет много общего с доказательствами лемм 2 и 4 
из статьи [6] В. А. Кондратьева. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если С | a(t)\tm-1dt <[ оо, то, в силу теоремы 1, 
уравнение (Г) имеет не стремящееся к нулю решение u0(t)£A0. Этим 
необходимость условия (22) доказана. Докажем, что оно является и доста
точным. В самом деле, если допустим, что u(t)^A0 и u(t)^c0^>0 при 
t > tx, то из равенства 

tm-luimr-i) Ц) — (т—\) fm-2W(m-2) (f) _|_ . _ + ( _ \)т-х ( т — 1) ! W (f) + 

+ С а (т) t m - ! и (т) dx = c 
и 

находим {\a{t)\tm-1dt<^o6, что противоречит условию (22). 
Итак, u(t)~0. В силу этого, из условий (21) заключаем, что и 

и<'>(*)~0 (* = 1, 2 , . . . , m — l). 
Допустим теперь, что т — нечетное число, а также что a (t) > 0 и 

удовлетворяет равенству (18). Тогда точно так же, как и выше, с помощью 
равенства (19) заключаем, что решения уравнения (Г), не принадлежащие 
классу А0, — колеблющиеся. С другой стороны, из леммы 8 следует, что 
все решения уравнения (Г), принадлежащие классу Л0, стремятся к нулю 
вместе со своими производными до порядка т — 1 включительно. 

Пусть ux(t) — принадлежащее классу А0 решение уравнения (Г). Со
гласно лемме 7, их (t0) =f= 0. Пусть щ (t) (i = 2, . . . , т) — решение уравне
ния (Г) с начальными условиями ^ 1 / _ 1 ) (t0) = 6,7 (/ = 1, 2, . . . , т\ i = 2, 
3 , . . . , т), где б/у — символ Кронекера. Из леммы 7 следует, что решения 
щ (t) (i = 2, . . . , т) — колеблющиеся. С другой стороны, ясно, что щ (t) 
(i = 1, 2 , . . . , т) линейно независимы, так как детерминант Вронского для 
этих решений в точке t0 равен ux(t^. 

Таким образом, мы доказали справедливость следующего утверждения. 
Т е о р е м а 8. Пусть т — нечетное число, а функция a(t) неотрица

тельна и удовлетворяет условию (18). Тогда любое решение уравнения 
(Г) либо колеблющееся, либо монотонно стремится к нулю при t—>oo 
вместе со своими производными до порядка т — 1 включительно. При 
этом существует фундаментальная система решений, такая, что одно 
из входящих в нее решений стремится к нулю, а остальные — колеблю
щиеся. 

Когда ф (/) = /m_1 и ф (t) = t, из теорем 7 и 8 получаются соответст
венно теоремы А. Кнезера [5] и Г. В. Ананьевой и В. И. Балаганского [1], 
а когда т = 3, ср (£)=/*, где а > 0 , —теорема К- Виллари [3]. 

Т е о р е м а 9. Пусть т — четное число, a(t)^0 и 

[a {t) 
- 1 

Ф(0 dt = - о о , (23) 

™ dt 
где ф(0 абсолютно непрерывна, положительна, не убывает и \ twit)^00' 

3 Математический сборник, т. 65(107), № 2(10) 
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Тогда любое решение уравнения (V)—либо колеблющееся, либо мо
нотонно стремится к нулю или к бесконечности при /->оо вместе со свои
ми производными до порядка m — 1 включительно. При этом существует 
фундаментальная система решений, такая, что одно из входящих в нее 
решений стремится к нулю, другое — к бесконечности, а остальные — 
колеблющиеся. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и (t) — неколеблющееся решение уравне

ния (Г). Из леммы 3 следует, что u(t)£ Аь 0 < й ^ —. Учитывая равен

ство (23), с помощью тождества (19) заключаем, что u(t)^Ak при 

k = 0, — . Если и (t) g Л0, то, в силу леммы 8, и^ (t)~0 (1 = 0, 1,. .. га— 1). 

Если же и (t) ^Am, то и^ (t) > 0 (/ = 0, 1 , . . . , га) при t > tv Сле-
2 

u(m—l) (f) 

довательно, w«> (t)> {m_i_})l (t - h)m-^ ~ oo (i = 0, 1,. . . , m - 2). 
В силу этого, из (Г) легко находим, что a<w-1)(/)~oc. 

Следуя В. А. Кондратьеву [6], построим фундаментальную систему ре
шений. Пусть Vt(t) — решение уравнения (Г) с начальными условиями 
^ F - 1 ^ ) = 6// (/ = 1» 2 , . . . , га). В силу леммы 4, имеем vc (t) £ Am 

2 

(i = 1 ,2 , . . . , га). Рассмотрим последовательность 
vm (k) v, (t) — v, (k) vm (t) 

I vi (*) I + I vm (k) I 

m—l 

Так как S\ \vj$ (t0)\ = 1 (k = 1, 2, . ..), то без ограничения общности 

можем считать, что lim v(£k(t0)
x= v^ (j = 0, 1, . . . , га — 1). Пусть ut(t)r 

&->оо 

2 ^ / ^ г а — 1, — решение уравнения (Г), удовлетворяющее начальным ус
ловиям H/7) (/0) =У!-/

0
) (/ = 0, 1,. . ., га — 1). 

Покажем, что щ (t) — колеблющееся решение. В силу доказанного вы
ше, для этого достаточно установить, что ut(t)§A0 и Ui(f)$Am. Так как 

2 

щ (/0) =: 0, то, в силу леммы 7, Ui(t)$A0. Если допустить, что ui(t)^Am9. 
2. 

то, изменив в случае необходимости знак у щ (f), при t > t± получим 
и{Р(t)^>0 (/ = 0, 2, . . . , га — 1). Поэтому, если k — достаточно большое: 
число, то 

v{& (ti)>0 (1 = 0, l , . . . , r a - l ) . 

Отсюда, в силу леммы 4, следует Vik(t)^>0 при ^ > / ь что невозможно* 
так как Vik (k) = 0. 

Итак мы доказали, что решение щ(£) (I = 2 , . . . , га — 1) — колеблющее
ся. Из (24) следует, что щ (t) = ад- (0 + |J/i>m (0 (/' = 2 , . . . , га — 1). Так 
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как Ui (i) — колеблющееся решение, a vt (t) и vm (t) монотонны, то ясно, что 
<*/=£ О, P/=fO (f = 2 , . . . , m - 1). 

Пусть ах (f) — решение уравнения (Г), принадлежащее классу Л0, тогда 
Щ (f)(i = 1,2,. . . , m), где wm (О = um (/), — искомая фундаментальная система, 
так как детерминант Вронского для этих решений в точке t0 равен 
а 2 . . . ат^1и1 (tQ) =f= 0. Теорема доказана. 

Случай, когда т нечетно и соблюдаются условия (23), рассматривается 
совершенно аналогично. При этом, как легко убедиться из равенства (19), 
в этом случае уравнение (Г) не имеет решения, принадлежащего классу Л0. 
Таким образом, справедлива 

Т е о р е м а 10. Пусть т — нечетное число и соблюдаются условия тео
ремы 9. Тогда любое решение уравнения (V) либо колеблющееся, либо 
монотонно стремится к бесконечности при t-^освместе со своими произ
водными до порядка m — 1 включительно. При этом существует фунда
ментальная система решений, такая, что одно из входящих в нее реше
ний стремится к бесконечности, а остальные — колеблющиеся. 

Теоремы 9 и 10 для случая ф(/) =t были доказаны В. А. Кондратье
вым :[6]. 

(Поступило в редакцию 18/IV 1963 г.) 
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