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1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïóñòü Cloc � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé x : [0,+∞[→ R ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êàæäîì ñåãìåíòå èç
[0,+∞[, Lloc � ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ñõîäèì-
îñòè â ñðåäíåì íà êàæäîì ñåãìåíòå èç [0,+∞[, à f : Cloc → Lloc � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n ≥ 2

u(n)(t) = f(u)(t). (1.1)

Îñöèëëÿöèîííûì ñâîéñòâàì òàêèõ óðàâíåíèé ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., íàï-
ðèìåð, [1�17] è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó). Òåì íå ìåíåå â ñëó÷àå, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ
îïåðàòîðîì îïåðåæåíèÿ, óïîìÿíóòûå ñâîéñòâà îñòàþòñÿ íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûìè. Â ïðåäë-
àãàåìîé ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà âîñïîëíåíèÿ ýòîãî ïðîáåëà. Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè
äîêàçàííûõ íèæå òåîðåì áûëè àíîíñèðîâàíû â çàìåòêàõ [18, 19].

Ââåäåì ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå 1.1. Îïåðàòîð g : Cloc → Lloc íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì îïåðåæåíèÿ, åñëè

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈]0,+∞[ è ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé u, v ∈ Cloc, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó
u(s) = v(s) ïðè s ≥ t, èìååì g(u)(t) = g(v)(t).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Îïåðàòîð g : Cloc → Lloc íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùèì, åñëè äëÿ ëþáûõ
u, v ∈ Cloc, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì u(s) ≥ v(s) ïðè s ≥ 0, èìååì g(u)(t) ≥ g(v)(t)
ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈]0,+∞[.

Îñöèëëÿöèîííûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ (1.1) íàìè èçó÷àþòñÿ ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî

f : Cloc → Lloc � íåïðåðûâíûé, íå÷åòíûé îïåðàòîð îïåðåæåíèÿ (1.2)

è äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ {1, 2}
(−1)kf íå óáûâàåò. (1.3k)

Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) â ïðîìåæóòêå [a,+∞[⊂ [0,+∞[ ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ u :
[a,+∞[→ R, êîòîðàÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè n− 1 ïðîèçâîäíûìè àáñîëþòíî íåïðåðûâíà
íà êàæäîì ñåãìåíòå èç [a,+∞[ è ïî÷òè âñþäó íà [a,+∞[ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1), ãäå
u(t) = u(a) ïðè 0 ≤ t ≤ a.

Ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ (1.1), îïðåäåëåííîå íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [a,+∞[⊂ [0,+∞[,
íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè îíî íå ðàâíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëþ â ïðîèçâîëüíîé îêðåñò-
íîñòè +∞.

Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ êîëåáëþùèìñÿ, åñëè îíî èìååò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé,
ñõîäÿùóþñÿ ê +∞, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåêîëåáëþùèìñÿ.

Ñëåäóÿ [1, 2], ñêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì A, åñëè êàæäîå åãî ïðàâèë-
üíîå ðåøåíèå ïðè ÷åòíîì n ÿâëÿåòñÿ êîëåáëþùèìñÿ, à ïðè íå÷åòíîì n � ëèáî êîëåáëþùèìñÿ,
ëèáî óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ

lim
t→+∞

u(i)(t) = 0 (i = 0, . . . , n− 1). (1.4)
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Óðàâíåíèå (1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì B, åñëè êàæäîå åãî ïðàâèëüíîå ðåøåíèå ïðè ÷åòíîì n
ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîëåáëþùèìñÿ, ëèáî óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (1.4), ëèáî óäîâëåòâîðÿþùèì
óñëîâèþ

lim
t→+∞

|u(i)(t)| = +∞ (i = 0, . . . , n− 1), (1.5)

à ïðè íå÷åòíîì n � ëèáî êîëåáëþùèìñÿ, ëèáî óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (1.5).
Ïóñòü m ∈ {0, . . . , n − 2}. Ïî îïðåäåëåíèþ 10.5 èç [9] óðàâíåíèå (1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

Am (ñâîéñòâîì Bm ), åñëè êàæäîå åãî ïðàâèëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîëåáëþùèìñÿ, ëèáî
óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ

lim
t→+∞

u(i)(t) = 0 (i = m, . . . , n− 1) (1.6)

(ëèáî êîëåáëþùèìñÿ, ëèáî óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (1.5), ëèáî óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâ-
èþ (1.6)).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2), (1.31) (óñëîâèÿ (1.2), (1.32) ). Òîãäà

äëÿ íàëè÷èÿ ó óðàâíåíèÿ (1.1) ñâîéñòâà A (ñâîéñòâà B ) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
îíî îáëàäàëî ñâîéñòâîì A0 (ñâîéñòâîì B0 ).

Ïðè êàæäîì ℓ ∈ {1, . . . , n} ïîëîæèì

hℓ(t, x) = tℓ−1x, fℓ(t, x) = tn−ℓ|f(hℓ(·, x))(t)| (1.7ℓ)

è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a ≥ 0 è c > 0 ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó

v′(t) =
1

(n− 1)!
fℓ(t, v(t)), v(a) = c. (1.8ℓ)

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2), (1.3k) è íàéäåòñÿ m ∈ {0, . . . , n − 2}
òàêîå, ÷òî

+∞∫
0

fm+1(t, δ) dt = +∞ ïðè δ > 0 (1.9)

è ïðè ïðîèçâîëüíûõ a ≥ 0, c > 0 çàäà÷à (1.8ℓk), ãäå

ℓk = m+ 1 + 2−1(1 + (−1)n−m+k), (1.10)

íå èìååò îïðåäåëåííîãî íà [a,+∞[ âåðõíåãî ðåøåíèÿ. Òîãäà â ñëó÷àå k = 1 (k = 2) óðàâíåíèå
(1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ).

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2), (1.3k) è íàéäóòñÿ ÷èñëà m ∈ {0, . . . , n−2},
δ0 > 0 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ω : ]0,+∞[ → ]0,+∞[ òàêèå, ÷òî

+∞∫
1

dx

ω(x)
< +∞, (1.11)

fm+1(t, x) ≥ fm+1(t, δ0)ω(x) ïðè t ≥ 0, x > 0. (1.12)

Òîãäà â ñëó÷àå k = 1 (k = 2) óñëîâèå (1.9) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû
óðàâíåíèå (1.1) îáëàäàëî ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ).

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü m ∈ {0, . . . , n−2}, n−m íå÷åòíî (÷åòíî) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2)
è (1.31) (óñëîâèÿ (1.2) è (1.32) ). Ïóñòü, äàëåå, íàéäóòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
g : [0,+∞[ → [0,+∞[ è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ω : ]0,+∞[ → ]0,+∞[ òàêèå, ÷òî

fm+2(t, x) ≥ g(t)ω(x) ïðè t ≥ 0, x > 0 (1.13)
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è âìåñòå ñ (1.11) âûïîëíåíî óñëîâèå

+∞∫
0

g(t) dt = +∞. (1.14)

Òîãäà óñëîâèå (1.9) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (1.1) îáëàäàëî ñâî-
éñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ).

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ ℓ ∈ {1, . . . , n} è a ∈ [0,+∞[ ÷åðåç va,ℓ îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíî ïðîäî-
ëæåííîå âïðàâî âåðõíåå ðåøåíèå çàäà÷è

v′(t) =
1

ℓ!(n− ℓ)!
fℓ
(
t, v(t)

)
, v(a) = 1. (1.15ℓ)

Òåîðåìû 1.1�1.3 êàñàþòñÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîìåæóòêè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé va,ℓ (ℓ =
= m + 1, . . . , n) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè. Íèæå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óïîìÿíóòûå ïðîìå-
æóòêè ñîâïàäàþò ñ [a,+∞[.

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ n0 ∈ {0, . . . , n− 2} è k ∈ {1, 2} ÷åðåç N (k)
n0,n îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òåõ

ℓ ∈ {n0, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ ℓ+ n+ k ÷åòíî.
Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü m ∈ {0, . . . , n− 2} è íàðÿäó ñ (1.2), (1.3k) âûïîëíåíû óñëîâèÿ

+∞∫
0

fℓ(t, δ) dt = +∞ ïðè δ > 0 (ℓ = m+ 1, . . . , n). (1.16)

Ïóñòü, äàëåå, ïðè ïðîèçâîëüíûõ a ≥ 0 è ℓ ∈ {m+1, . . . , n−1}∩N (k)
m+1,n çàäà÷à (1.15ℓ) èìååò

îïðåäåëåííîå íà [a,+∞[ âåðõíåå ðåøåíèå va,ℓ è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∗)

+∞∫
a

tn−ℓ−1|f(wa,ℓ)(t)| dt = +∞, wa,ℓ(t) = tℓ−1va,ℓ(t). (1.17)

Òîãäà â ñëó÷àå k = 1 (k = 2) óðàâíåíèå (1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ).
Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü m ∈ {0, . . . , n − 2}, n − m íå÷åòíî (÷åòíî) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(1.2), (1.31) (óñëîâèÿ (1.2), (1.32) ). Ïóñòü, äàëåå, äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäóòñÿ ïîëîæèòåë-
üíûå ÷èñëà a, γ è η òàêèå, ÷òî

fℓ(t, δ) ≥ γtfm+1(t, η) ïðè t ≥ a (ℓ = m+ 2, . . . , n). (1.18)

Òîãäà óñëîâèå (1.9) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (1.1) îáëàäàëî ñâî-
éñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

u(n)(t) = (−1)k
j∑

i=1

τ(t)∫
τ0(t)

|u(s)|λi sgnu(s) dspi(s, t), (1.19k)

u(n)(t) = (−1)k
τ(t)∫

τ0(t)

u(s) dsp(s, t), (1.20k)

∗) Åñëè k = 2 è m = n− 2, òî óñëîâèå (1.17) îòïàäàåò, èáî N (2)
n−1,n = {n}.
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ãäå k ∈ {1, 2}, j ≥ 1, λi > 0 (i = 1, . . . , j). Êðîìå òîãî, âñþäó íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî τ è
τ0 : [0,+∞[→ [0,+∞[ ñóòü íåïðåðûâíûå, à p è pi : [0,+∞[×[0,+∞[→ [0,+∞[ (i = 1, . . . , j) �
íå óáûâàþùèå ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì τ(t) > τ0(t) ≥ t
ïðè t ≥ 0, p(s, ·) ∈ Lloc, pi(s, ·) ∈ Lloc (i = 1, . . . , j) ïðè s ≥ 0.

Èç òåîðåì 1.1�1.5 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ.
Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü j ≥ 2, j0 ∈ {1, . . . , j − 1}, m ∈ {0, . . . , n − 2} è λi > 1 (i =

= j0 + 1, . . . , j). Òîãäà óñëîâèå

+∞∫
0

tn−m−1

[ j∑
i=j0+1

τ(t)∫
τ0(t)

smλi dspi(s, t)

]
dt = +∞ (1.21)

äîñòàòî÷íî, à åñëè
+∞∫
0

tn−m−1

[ j0∑
i=1

τ(t)∫
τ0(t)

smλi dspi(s, t)

]
dt < +∞, (1.22)

òî è íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (1.191) (óðàâíåíèå (1.192) ) îáëàäàëî ñâîéñòâîì
Am (ñâîéñòâîì Bm ).

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü j ≥ 2, j0 ∈ {1, . . . , j − 1}, λi > 1 (i = j0 + 1, . . . , j), m ∈
∈ {0, . . . , n− 2}, n−m íå÷åòíî (÷åòíî) è

+∞∫
0

tn−m−2

[ j∑
i=j0+1

τ(t)∫
τ0(t)

s(m+1)λi dspi(s, t)

]
dt = +∞. (1.23)

Òîãäà óñëîâèå
+∞∫
0

tn−m−1

[ j0∑
i=1

τ(t)∫
τ0(t)

smλi dspi(s, t)

]
dt = +∞ (1.24)

äîñòàòî÷íî, à åñëè

+∞∫
0

tn−m−1

[ j∑
i=j0+1

τ(t)∫
τ0(t)

smλi dspi(s, t)

]
dt < +∞, (1.25)

òî è íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (1.191) (óðàâíåíèå (1.192) ) îáëàäàëî ñâîéñòâîì
Am (ñâîéñòâîì Bm ).

Ñëåäñòâèå 1.3. Ïóñòü 0 < λ1 ≤ λi < 1 (i = 1, . . . , j), m ∈ {0, . . . , n− 2},
+∞∫
0

gℓ(t) dt = +∞ (ℓ = m+ 1, . . . , n), (1.26)

ãäå

gℓ(t) = tn−ℓ
j∑

i=1

τ(t)∫
τ0(t)

s(ℓ−1)λi dspi(s, t), (1.27ℓ)

è äëÿ êàæäîãî ℓ ∈ {m+1, . . . , n− 1} ∩N (1)
m+1,n (ℓ ∈ {m+1, . . . , n− 1} ∩N (2)

m+1,n) ñîáëþäàåòñÿ
óñëîâèå

+∞∫
0

tn−ℓ−1

[ j∑
i=1

τ(t)∫
τ0(t)

s(ℓ−1)λi

( s∫
0

gℓ(ξ) dξ

)λi/(1−λ1)

dspi(s, t)

]
dt = +∞. (1.28)

Òîãäà óðàâíåíèå (1.191) (óðàâíåíèå (1.192) ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ).
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Ñëåäñòâèå 1.4. Ïóñòü 0 < λ1 ≤ λi < 1 (i = 1, . . . , j), m ∈ {0, . . . , n−2}, n−m íå÷åòíî
(÷åòíî) è

lim inf
t→+∞

(t−2/λ1τ0(t)) > 0. (1.29)

Òîãäà äëÿ íàëè÷èÿ ó óðàâíåíèÿ (1.191) (ó óðàâíåíèÿ (1.192) ) ñâîéñòâà Am (ñâîéñòâà Bm )
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

+∞∫
0

tn−m−1

[ j∑
i=1

τ(t)∫
τ0(t)

smλi dspi(s, t)

]
dt = +∞. (1.30)

Ñëåäñòâèå 1.5. Ïóñòü m ∈ {0, . . . , n− 2},

+∞∫
0

gm+1(t) dt = +∞,

+∞∫
0

tn−ℓk−1

[ τ(t)∫
τ0(t)

sℓk−1 exp

(
1

ℓk!(n− ℓk)!

s∫
0

gℓk(ξ) dξ

)
dsp(s, t)

]
dt = +∞,

ãäå ℓk � ÷èñëî, çàäàííîå ðàâåíñòâîì (1.10), è gℓ(t) = tn−ℓ
∫ τ(t)
τ0(t)

sℓ−1 dsp(s, t). Òîãäà ïðè k = 1

(k = 2) óðàâíåíèå (1.20k) îáëàäàåò ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ).

Ñëåäñòâèå 1.6. Ïóñòü m ∈ {0, . . . , n−2}, n−m íå÷åòíî (÷åòíî) è lim inf
t→+∞

(t−2τ0(t)) > 0.

Òîãäà óñëîâèå
∫ +∞
0 tn−m−1[

∫ τ(t)
τ0(t)

sm dsp(s, t)] dt = +∞ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî,

÷òîáû óðàâíåíèå (1.201) (óðàâíåíèå (1.202) ) îáëàäàëî ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ).
Ñëåäñòâèÿ 1.3 è 1.4 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåíèÿ òåîðåì 1.1 è 1.2 èç [13], êàñàþùèõñÿ

îñöèëëÿöèîííûõ ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ýìäåíà�Ôàóëåðà n -ãî ïîðÿäêà ñ îï-
åðåæåíèåì.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ. ×åðåç C̃n−1
loc ([a0,+∞[) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíê-

öèé u : [a0,+∞[→ R , àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè n−1 ïðîèçâîäíûìè
íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå ïðîìåæóòêà [a0,+∞[ . Èç ëåìì 1.1�1.3 ìîíîãðàôèè [9] âûòåêàåò
ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2.1. Ïóñòü u ∈ C̃n−1
loc ([a0,+∞[),

u(t) > 0 ïðè t ≥ a0, (2.1)

mes{s ∈ [t,+∞[ : u(n)(s) ̸= 0} > 0 ïðè t ≥ a0 (2.2)

è äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ {1, 2} ïî÷òè âñþäó íà [a0,+∞[ ñîáëþäàåòñÿ íåðàâåíñòâî

(−1)ku(n)(t) ≥ 0. (2.3)

Òîãäà íàéäóòñÿ a1 ∈ [a0,+∞[ è ℓ ∈ N (k)
0,n òàêèå, ÷òî ëèáî ℓ ≤ n− 1 è

u(i)(t) > 0 (i = 0, . . . , ℓ), (−1)i−ℓu(i)(t) > 0 (i = ℓ, . . . , n− 1) ïðè t ≥ a1, (2.4)

+∞∫
a1

tn−ℓ−1|u(n)(t)| dt < +∞, (2.5)

ëèáî k = 2, ℓ = n è

u(i)(t) > 0 (i = 0, . . . , ℓ− 1) ïðè t ≥ a1. (2.6)
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Ëåììà 2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u ∈ C̃n−1
loc ([a1,+∞[ ) ïî÷òè âñþäó íà [a1,+∞[ óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâó (2.3), ãäå k ∈ {1, 2}. Ïóñòü, êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðîãî ℓ ∈ {1, . . . , n−1}∩N (k)
0,n

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (2.4) è

+∞∫
a1

tn−ℓ|u(n)(t)| dt = +∞. (2.7)

Òîãäà íàéäåòñÿ a ∈ [a1,+∞[ òàêîå, ÷òî

u(t) ≥ tℓ−1

ℓ!
u(ℓ−1)(t) ïðè t ≥ a, (2.8)

u(ℓ−1)(t) > ℓ! +
1

(n− ℓ)!

t∫
a

sn−ℓ|u(n)(s)| ds ïðè t ≥ a. (2.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3 èç [9], äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî a ∈ [a1,+∞[ íà

[a,+∞[ ñîáëþäàþòñÿ íåðàâåíñòâà (ℓ− i)u(i)(t) ≥ tu(i+1)(t) (i = 0, . . . , ℓ− 1). Îòñþäà íåïîñðå-
äñòâåííî âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (2.8).

Â ñèëó ÷åòíîñòè ÷èñëà n − ℓ − k è óñëîâèÿ (2.3) ïðè ïî÷òè âñåõ s ∈ [a1,+∞[ èìååì

(−1)n−ℓsn−ℓu(n)(s) = sn−ℓ|u(n)(s)|. Åñëè îáå ÷àñòè ýòîãî òîæäåñòâà ðàçäåëèì íà (n − ℓ)! è
ïðîèíòåãðèðóåì îò a1 äî t, òî ïîëó÷èì

n−1∑
i=ℓ−1

(−1)i−1−ℓ

(i+ 1− ℓ)!
ti+1−ℓu(i)(t) = c+

1

(n− ℓ)!

t∫
a1

sn−ℓ|u(n)(s)| ds, (2.10)

ãäå c =
∑n−1

i=ℓ−1((−1)i−1−ℓ/(i + 1 − ℓ)!)ai+1−ℓ
1 u(i)(a1). Îäíàêî, ñîãëàñíî (2.7), äëÿ äîñòàòî÷íî

áîëüøîãî a ∈ [a1,+∞[ èìååì c+((n−ℓ)!)−1
∫ a
a1

sn−ℓ|u(n)(s)| ds > ℓ!. Åñëè íàðÿäó ñ ýòèì ó÷òåì

è óñëîâèå (2.4), òî èç (2.10) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (2.9). Ëåììà äîêàçàíà.
Íèæå íàì ïðèäåòñÿ ïðèìåíèòü ñëåäóþùóþ î÷åâèäíóþ ëåììó îá èíòåãðàëüíîì íåðàâåíñòâå.
Ëåììà 2.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ φ : [a,+∞[×[0,+∞[ → [0,+∞[ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è íå óáûâàþùåé ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Ïóñòü,
êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî c è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ y : [0,+∞[ →
→ ]0,+∞[ òàêèå, ÷òî

y(t) > c+

t∫
a

φ(s, y(s)) ds ïðè t ≥ a.

Òîãäà çàäà÷à z′(t) = φ(t, z(t)), z(a) = c â ïðîìåæóòêå [a,+∞[ èìååò âåðõíåå ðåøåíèå z∗ è
y(t) > z∗(t) ≥ c ïðè t ≥ a.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2), (1.3k), (1.16), ãäå k = 1 (k = 2), m ∈
∈ {0, . . . , n− 2}, è óðàâíåíèå (1.1) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ). Òîãäà íàé-

äóòñÿ a1 ≥ 0, a ≥ a1 è ℓ ∈ {m + 1, . . . , n − 1} ∩ N (k)
m+1,n òàêèå, ÷òî óðàâíåíèå (1.1) èìååò

îïðåäåëåííîå íà [a1,+∞[ ðåøåíèå u, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (2.4), (2.5), à çàäà÷à (1.15ℓ)
èìååò îïðåäåëåííîå íà [a,+∞[ âåðõíåå ðåøåíèå va,ℓ è

u(t) > tℓ−1va,ℓ(t) ≥ tℓ−1 ïðè t ≥ a. (2.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (1.2), (1.3k) è ðàâåíñòâ (1.7ℓ)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ℓ ∈ {1, . . . , n} èìååì fℓ(t, x) ≡ (−1)ktn−ℓf(hℓ(·, x))(t) sgnx è

fℓ(t, y) ≥ fℓ(t, x) ≥ 0 ïðè t ≥ 0, y ≥ x ≥ 0. (2.12)
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Â ñèëó óñëîâèé (1.2), (1.3k) è îòñóòñòâèÿ ó óðàâíåíèÿ (1.1) ñâîéñòâà Am (ñâîéñòâà Bm )
íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [a0,+∞[ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå íàðÿäó
ñ (2.1) è (2.3) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

lim
t→+∞

u(m)(t) > 0, (2.13)

lim
t→+∞

|u(n−1)(t)| < +∞. (2.14)

Ïîêàæåì, ÷òî u óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèþ (2.2). Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ
íåêîòîðîãî a1 ∈ [a0,+∞[ ìû èìåëè áû

u(n)(t) = 0 ïðè t ≥ a1 (2.15)

è u(t) =
∑ℓ

i=1 cit
i−1 ïðè t ≥ a1, ãäå ℓ ∈ {m + 1, . . . , n} è cℓ > 0. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ δ > 0

òàêîå, ÷òî
u(t) > δtℓ−1 ïðè t ≥ a1. (2.16)

Åñëè íàðÿäó ñ ýòîé îöåíêîé è ðàâåíñòâàìè (1.7ℓ), (2.15) ó÷òåì è óñëîâèÿ (1.2) è (1.3k), òî

ïîëó÷èì 0 = tn−ℓ|u(n)(t)| = tn−ℓ|f(u)(t)| ≥ fℓ(t, δ) ïðè t ≥ a1. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
(1.16), ÷òî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (2.2).

Ñîãëàñíî ëåììå 2.1 è óñëîâèþ (2.13), íàéäóòñÿ a1 ∈ [a0,+∞[ è ℓ ∈ N (k)
m,n òàêèå, ÷òî ëèáî

ℓ ≤ n− 1 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.4), (2.5), ëèáî k = 2, ℓ = n è âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (2.6).
Ïîêàæåì ñïåðâà, ÷òî ℓ ≤ n−1. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî ℓ = n. Òîãäà k = 2 è âûïîëíåíû

íåðàâåíñòâà (2.3) è (2.6). Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ òàêîå, ÷òî u(t) ≥ tn−1δ

ïðè t ≥ a1. Åñëè íàðÿäó ñ ýòèì ó÷òåì óñëîâèÿ (1.2), (1.32) è (1.16), òî íàéäåì u(n−1)(t) =

= u(n−1)(a1)+
∫ t
a1

f(u)(s) ds >
∫ t
a1

fn(s, δ) ds → +∞ ïðè t → +∞. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ

(2.14). Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî ℓ ∈ {m, . . . , n − 1} ∩ N (k)
m,n è ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì (2.4), (2.5).
Åñëè äîïóñòèì, ÷òî ℓ = m, òî ââèäó (2.13) áóäåì èìåòü u(t) ≥ δtm ïðè t ≥ a1, ãäå δ �

íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íà îñíîâàíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà è óñëîâèé (1.2), (1.3k)

è (1.16) íàõîäèì, ÷òî
∫ +∞
a1

tn−m−1|u(n)(t)| dt =
∫ +∞
a1

tn−m−1|f(u)(t)| dt ≥
∫ +∞
a1

fm+1(t, δ) dt =

= +∞. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (2.5). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò, ÷òî

ℓ ∈ {m+ 1, . . . , n− 1} ∩ N (k)
m,n.

Ñîãëàñíî (2.4), äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 âûïîëíÿþòñÿ (2.16). Ïîýòîìó
∫ +∞
a1

tn−ℓ|u(n)(t)| dt =
=

∫ +∞
a1

tn−ℓ|f(u)(t)| dt ≥
∫ +∞
a1

fℓ(t, δ) dt. Îòñþäà â ñèëó (1.16) è âûòåêàåò ðàâåíñòâî (2.7).

Ïî ëåììå 2.2 ñóùåñòâóåò a ∈ [a1,+∞[ òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

(2.8) è (2.9). Åñëè íàðÿäó ñ ýòèì ó÷òåì óñëîâèÿ (1.2), (1.3k) è ïîëîæèì y(t) = u(ℓ−1)(t)/ℓ! , òî

íàéäåì |u(n)(t)| = |f(u)(t)| ≥ tℓ−nfℓ(t, y(t)) ïðè t ≥ a è y(t) > 1+ (ℓ!(n− ℓ)!)−1
∫ t
a fℓ(s, y(s)) ds

ïðè t ≥ a. Îòñþäà, ñîãëàñíî ëåììå 2.3 è óñëîâèþ (2.12), âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷à (1.15ℓ) èìååò

îïðåäåëåííîå íà [a,+∞[ âåðõíåå ðåøåíèå va,ℓ è u(ℓ−1)(t) > ℓ!va,ℓ(t) ≥ ℓ! ïðè t ≥ a. Ñëåäîâ-
àòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2.11). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.5. Ïóñòü ℓ0 ∈ {0, . . . , n − 2}, k ∈ {1, 2} è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2), (1.3k).
Ïóñòü, êðîìå òîãî, ïðè ïðîèçâîëüíûõ a ≥ 0, c > 0 çàäà÷à (1.8ℓ0) íå èìååò îïðåäåëåííîãî

íà [a,+∞[ âåðõíåãî ðåøåíèÿ. Òîãäà

+∞∫
0

fℓ(t, δ) dt = +∞ ïðè δ > 0 (ℓ = ℓ0, . . . , n) (2.17)

è ïðè ïðîèçâîëüíûõ a ≥ 0 è ℓ ∈ {ℓ0, . . . , n − 1} çàäà÷à (1.15ℓ) íå èìååò îïðåäåëåííîãî íà
[a,+∞[ âåðõíåãî ðåøåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ a0 ≥ 0 è ℓ ∈ {ℓ0, . . . , n−1} çàäà÷à v′(t) =
= (ℓ !(n − ℓ)!)−1 fℓ(t, v(t)), v(a0) = 1 èìååò îïðåäåëåííîå íà [a0,+∞[ âåðõíåå ðåøåíèå v.
Ïîëîæèì w(t) = tℓ−ℓ0v(t). Òîãäà â ñèëó (1.2), (1.3k) è (1.7ℓ) áóäåì èìåòü hℓ(s, v(t)) ≥
≥ hℓ0(s, w(t)) > 0 ïðè s ≥ t ≥ a0,

fℓ(t, v(t)) = (−1)ktn−ℓf(hℓ(·, v(t)))(t) ≥ (−1)ktn−ℓf(hℓ0(·, w(t)))(t) = tℓ0−ℓfℓ0(t, w(t))

ïðè t ≥ a0. Ïîýòîìó

w(t) = tℓ−ℓ0 +
1

(n− ℓ)!ℓ!
tℓ−ℓ0

t∫
a0

fℓ(s, v(s)) ds > c+
1

(n− 1)!
tℓ−ℓ0

t∫
a

sℓ0−ℓfℓ0
(
s, w(s)

)
ds ≥

≥ c+
1

(n− 1)!

t∫
a

fℓ0(s, w(s)) ds ïðè t ≥ a,

ãäå a = a0+2, c = 1. Îòñþäà ïî ëåììå 2.3 è óñëîâèþ (2.12) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå îïðåäåë-
åííîãî íà [a,+∞[ âåðõíåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.8ℓ0). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îäíîìó èç óñëîâèé
ëåììû. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ a ≥ 0 è ℓ ∈ {ℓ0, . . . , n−1}
çàäà÷à (1.15ℓ) íå èìååò îïðåäåëåííîãî íà [a,+∞[ âåðõíåãî ðåøåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî ïîêàæåì, ÷òî, êàêîâû áû íè áûëè a ≥ 0 è c > 0, çàäà÷à (1.8ℓ) íå èìååò
îïðåäåëåííîãî íà [a,+∞[ âåðõíåãî ðåøåíèÿ íå òîëüêî ïðè ℓ ∈ {ℓ0, . . . , n−1}, íî è ïðè ℓ = n.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íàì îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
(2.17). Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëèñü áû ℓ ∈ {ℓ0, . . . , n}, δ > 0, c ∈ ]0, δ[ è a > 0

òàêèå, ÷òî δ > c+((n−1)!)−1
∫ t
a fℓ(s, δ) ds ïðè t ≥ a. Îòñþäà ïî ëåììå 2.3 âûòåêàåò ñóùåñòâîâ-

àíèå âåðõíåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.8ℓ), îïðåäåëåííîãî íà [a,+∞[ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî
ñêàçàííîìó âûøå, çàäà÷à (1.8ℓ) íå èìååò òàêîãî âåðõíåãî ðåøåíèÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò ëåììó.

Ïóñòü a ≥ 0, m ∈ {0, . . . , n− 1} è ci ∈ R (i = 0, . . . ,m). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñóùåñòâîâ-
àíèè ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ (1.1), îïðåäåëåííîãî íà [a,+∞[ è óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

u(i)(a) = ci (i = 0, . . . ,m− 1), lim
t→+∞

u(m)(t) = cm. (2.18m)

Â ñëó÷àå, êîãäà m = 0, ïîä óñëîâèåì (2.18m) áóäåì ïîíèìàòü óñëîâèå lim
t→+∞

u(t) = c0.

Ëåììà 2.6. Ïóñòü k ∈ {1, 2}, m ∈ {0, . . . , n− 1} è îïåðàòîð f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(1.2), (1.3k). Òîãäà óñëîâèå (1.9) íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (1.1) îáëàäàëî ñâîéñ-
òâîì Am èëè Bm. Áîëåå òîãî, åñëè íàðóøåíî óñëîâèå (1.9), òî íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå a0 è γi (i = 0, . . . ,m) òàêèå, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ a ≥ a0 è ci ∈ [−γi, γi]
(i = 0, . . . ,m) çàäà÷à (1.1), (2.18m) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàðóøåíî óñëîâèå (1.9). Òîãäà íàéäóòñÿ a0 > 1, δ0 > 0 è
γm ∈ ]0, δ0[ òàêèå, ÷òî

a0 ≥ 2(δ0 − γm)−2,

+∞∫
a0

fm+1(s, δ0) ds ≤
δ0 − γm

2
. (2.19)

Â ñëó÷àå m≥1 ÷èñëà γi (i=0, . . . ,m−1) âûáåðåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû (δ0−γm)
∑m−1

i=0 γi≤1.
×åðåç C([a,+∞[ ) îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ, îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé

x : [a,+∞[ → R ñ íîðìîé ∥x∥C = sup{|x(t)| : t ≥ a}. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé x ∈ C([a,+∞[ )
ïîëîæèì y0(x)(t) = x(t) ïðè t ≥ a, y0(x)(t) = x(a) ïðè 0 ≤ t ≤ a. Åñëè æå m ≥ 1, òî
ïîëîæèì

ym(x)(t) =
m−1∑
i=0

ci
i!
(t− a)i +

1

(m− 1)!

t∫
a

(t− s)m−1x(s) ds ïðè t ≥ a

è ym(x)(t) = ym(x)(a) ïðè 0 ≤ t ≤ a.
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Ïóñòü a ≥ a0 è ci ∈ [−γi, γi] (i = 0, . . . ,m). Â øàðå B = {x ∈ C([a,+∞[) : ∥x∥C ≤
≤ (γm + δ0)/2} ðàññìîòðèì îïåðàòîð

g(x)(t) = cm − 1

(n−m− 1)!

+∞∫
t

(t− s)n−m−1f(ym(x))(s) ds. (2.20)

Òîãäà â ñèëó óñëîâèé (1.2), (1.3k) è (2.19) áóäåì èìåòü |ym(x)(t)| ≤ hm+1(t, δ0), |f(ym(x))(t)| ≤
≤ |f(hm+1(·, δ0))(t)| = tm+1−nfm+1(t, δ0) è

|g(x)(t)| ≤ γm +

+∞∫
t

fm+1(s, δ0) ds ≤
γm + δ0

2
ïðè t ≥ a.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ è óñëîâèÿ (1.2) âûòåêàåò, ÷òî g : B → B ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì
îïåðàòîðîì. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Øàóäåðà, ñóùåñòâóåò x ∈ B òàêîå, ÷òî x(t) = g(x)(t) ïðè
t ≥ a. Ïîëîæèì u(t) = ym(x)(t) ïðè t ≥ a. Â ñèëó (2.20) ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è (1.1), (2.18m).

Èç ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1), (2.18m) ïðè ïðîèçâîëüíûõ ci ∈ [−γi, γi] (i = 0, . . . ,m)
âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1) òàêèõ, ÷òî

0 < lim
t→+∞

|u(m)(t)| < +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1.1) íå îáëàäàåò íè ñâîéñòâîì Am, íè

ñâîéñòâîì Bm. Ëåììà äîêàçàíà.
3. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.1. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (1.2) è (1.31), èáî ñëó÷àé, êîãäà íàðÿäó ñ (1.2) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.32), ðàññì-
àòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì ñâîéñòâ A è A0, ÿñíî, ÷òî åñëè óðàâíåíèå (1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
A (åñëè n íå÷åòíî è óðàâíåíèå (1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì A0 ), òî îíî îáëàäàåò è ñâîéñòâîì A0

(ñâîéñòâîì A ). Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1.1 äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè
n ÷åòíî è óðàâíåíèå (1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì A0, òî îíî íå èìååò íåêîëåáëþùåãîñÿ ïðàâèë-
üíîãî ðåøåíèÿ. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî óðàâíåíèå (1.1) èìååò íåêîëåáëþùååñÿ ïðàâèëüíîå
ðåøåíèå u, îïðåäåëåííîå íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [a0,+∞[ . Òîãäà â ñèëó óñëîâèé (1.2),
(1.31) è íàëè÷èÿ ó óðàâíåíèÿ (1.1) ñâîéñòâà A0 ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(1.4) è (2.1)�(2.3), ãäå k = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 2.1 äëÿ íåêîòîðûõ ℓ ∈ {1, . . . , n− 1}
è a1 ∈ [a0,+∞[ ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2.4). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
(1.4), ÷òî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäëîæåíèÿ 1.1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 1.1, òî ïî ëåììå 2.5 âûïîëíåíû è ðàâåíñòâà (1.16), è ïðè ïðîèçâîëüíûõ a ≥ 0 è
ℓ ∈ {ℓk, . . . , n− 1} çàäà÷à (1.15ℓ) íå èìååò îïðåäåëåííîãî íà [a,+∞[ âåðõíåãî ðåøåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî k = 1 (k = 2) è óðàâíåíèå (1.1) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì Am

(ñâîéñòâîì Bm ). Òîãäà ïî ëåììå 2.4 ïðè íåêîòîðûõ a ≥ 0 è ℓ ∈ {ℓk, . . . , n − 1} çàäà÷à
(1.15ℓ) èìååò îïðåäåëåííîå íà [a,+∞[ âåðõíåå ðåøåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ñêàçàí-
íîìó âûøå, óïîìÿíóòàÿ çàäà÷à íå èìååò òàêîãî âåðõíåãî ðåøåíèÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. Ïî ëåììå 2.6 óñëîâèå (1.9) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ
íàëè÷èÿ ó óðàâíåíèÿ (1.1) ñâîéñòâà Am èëè Bm. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
åñëè k = 1 (k = 2) è âûïîëíåíî (1.9), òî óðàâíåíèå (1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì
Bm ). Çàìåòèì ñïåðâà, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (1.9), (1.11) è (1.12) çàäà÷à (1.8m+1 ) íå èìååò îï-
ðåäåëåííîãî íà [a,+∞[ âåðõíåãî ðåøåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ a ≥ 0 è c > 0. Ýòîò ôàêò ïî
ëåììå 2.5 ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (1.16) è îòñóòñòâèå ó çàäà÷è (1.15ℓ) îïðåäåëåíí-
îãî íà [a,+∞[ âåðõíåãî ðåøåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ a ≥ 0 è ℓ ∈ {m + 1, . . . , n − 1}. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî óðàâíåíèå (1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ), èáî â ïðîòèâíîì ñë-
ó÷àå ïî ëåììå 2.4 çàäà÷à (1.15ℓ) èìåëà áû îïðåäåëåííîå íà [a,+∞[ âåðõíåå ðåøåíèå ïðè
íåêîòîðûõ a ≥ 0 è ℓ ∈ {m+ 1, . . . , n− 1}. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3. Ïî ëåììå 2.6 óñëîâèå (1.9) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ
íàëè÷èÿ ó óðàâíåíèÿ (1.1) ñâîéñòâà Am (ñâîéñòâà Bm ). Ïîêàæåì åãî äîñòàòî÷íîñòü.

Â ñèëó íå÷åòíîñòè (÷åòíîñòè) ÷èñëà n−m èç (1.10) ñëåäóåò, ÷òî ℓ1 = m+2 (ℓ2 = m+2).
Ñîãëàñíî ýòîìó è óñëîâèÿì (1.11), (1.13), (1.14), çàäà÷à (1.8ℓ1) (çàäà÷à (1.8ℓ2) ) íå èìååò îï-
ðåäåëåííîãî íà [a,+∞[ âåðõíåãî ðåøåíèÿ, êàêîâû áû íè áûëè a ≥ 0 è c > 0. Åñëè òåïåðü
ïðèìåíèì òåîðåìó 1.1, òî íàëè÷èå ó óðàâíåíèÿ (1.1) ñâîéñòâà Am (ñâîéñòâà Bm ) ñòàíåò î÷å-
âèäíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî k = 1 (k = 2) è óðàâíåíèå
(1.1) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ). Òîãäà ïî ëåììå 2.4 íàéäóòñÿ a1 ≥ 0,

a ≥ a1 è ℓ ∈ {m + 1, . . . , n − 1} ∩ N (k)
m+1,n òàêèå, ÷òî óðàâíåíèå (1.1) èìååò îïðåäåëåíí-

îå íà [a1,+∞[ ðåøåíèå u, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (2.5) è (2.11). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â

ñèëó óñëîâèÿ (1.3k) èç (2.5) è (2.11) èìååì
∫ +∞
a tn−ℓ−1|f(wa,ℓ)(t)| dt ≤

∫ +∞
a tn−ℓ−1|f(u)(t)| dt =∫ +∞

a tn−ℓ−1|u(n)(t)| dt <
< +∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1.17). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.5. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (1.9) äëÿ íàëè÷èÿ ó óðàâíåíèÿ
(1.1) ñâîéñòâà Am (ñâîéñòâà Bm ) âûòåêàåò èç ëåììû 2.6.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè, çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (1.9) è
(1.18) ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (1.16).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.9) è òåì íå ìåíåå óðàâíåíèå (1.1) íå
îáëàäàåò ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ). Òîãäà ïî ëåììå 2.4 íàéäóòñÿ a1 ≥ 0, a ≥ a1 è

ℓ ∈ {m + 1, . . . , n − 1} ∩ N (1)
m+1,n (ℓ ∈ {m + 1, . . . , n − 1} ∩ N (2)

m+1,n) òàêèå, ÷òî óðàâíåíèå (1.1)

èìååò îïðåäåëåííîå íà [a,+∞[ ðåøåíèå u, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (2.5) è (2.11). Êðîìå
òîãî, ââèäó íå÷åòíîñòè (÷åòíîñòè) ÷èñëà n−m ÿñíî, ÷òî ℓ ≥ m+ 2.

Äëÿ δ = 1 âûáåðåì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, γ è η òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëî-
ñü íåðàâåíñòâî (1.18). Òîãäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (1.7ℓ) è óñëîâèé (1.2), (1.3k) è (2.11) áóäåì

èìåòü tn−ℓ−1|u(n)(t)| = tn−ℓ−1|f(u)(t)| ≥ t−1fℓ(t, 1) ≥ γfm+1(t, η) ïðè t ≥ a. Îòñþäà â ñèëó

(2.5) âûòåêàåò, ÷òî
∫ +∞
a fm+1(t, η) dt < +∞. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1.9). Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Óðàâíåíèÿ (1.19k) è (1.20k), î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â ñëåäñòâèÿõ 1.1�1.6, ïîëó÷àþòñÿ èç

óðàâíåíèÿ (1.1) ñîîòâåòñòâåííî â ñëó÷àÿõ, êîãäà

f(u)(t) = (−1)k
j∑

i=1

τ(t)∫
τ0(t)

|u(s)|λi sgnu(s) dspi(s, t), (3.1)

f(u)(t) = (−1)k
τ(t)∫

τ0(t)

u(s) dsp(s, t). (3.2)

Ñîãëàñíî îãðàíè÷åíèÿì, íàëîæåííûì íà ôóíêöèè τ0, τ, pi (i = 1, . . . , n) è p, â îáîèõ
ýòèõ ñëó÷àÿõ îïåðàòîð f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.2) è (1.3k). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè f
äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (3.1), òî ñ ó÷åòîì (1.7ℓ) íàõîäèì, ÷òî

fℓ(t, x) = tn−ℓ
j∑

i=1

( τ(t)∫
τ0(t)

s(ℓ−1)λi dspi(s, t)

)
|x|λi ; (3.1ℓ)

åñëè æå f äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (3.2), òî

fℓ(t, x) = tn−ℓ

( τ(t)∫
τ0(t)

sℓ−1 dsp(s, t)

)
|x|. (3.2ℓ)
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.1. Äëÿ êàæäîãî ℓ ∈ {1, . . . , n} èç (3.1ℓ) íàõîäèì, ÷òî

fℓ(t, x) ≥ gℓ(t)x
λ(x) ïðè t ≥ 0, x ≥ 0, (3.3ℓ)

ãäå

gℓ(t) = tn−ℓ
j∑

i=j0+1

τ(t)∫
τ0(t)

s(ℓ−1)λi dspi(s, t), (3.4ℓ)

λ(x) = min{λi : i = j0 + 1, . . . , j} > 1 ïðè x ≥ 1 è λ(x) = max{λi : i = j0 + 1, . . . , j} ïðè
0 ≤ x < 1. Êðîìå òîãî,

gℓ(t) ≥ gm+1(t) ïðè t ≥ 1 (ℓ = m+ 1, . . . , n), (3.5)

òàê êàê τ0(t) ≥ t è λi > 1 (i = j0 + 1, . . . , j).
Ïðåäïîëîæèì ñïåðâà, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1.21). Òîãäà â ñèëó (3.3ℓ), (3.4ℓ) è (3.5)

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (1.16), è ïðè ïðîèçâîëüíûõ a ≥ 0, c > 0 è ℓ ∈ {m + 1, . . . , n} çàäà÷à
(1.8ℓ) íå èìååò îïðåäåëåííîãî íà [a,+∞[ âåðõíåãî ðåøåíèÿ. Îòñþäà ïî òåîðåìå 1.1 âûòåêàåò,
÷òî óðàâíåíèå (1.191) (óðàâíåíèå (1.192) ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà íàðóøåíî ðàâåíñòâî (1.21) è âûïîëíåíî óñëîâ-
èå (1.22). Òîãäà â ñèëó (3.1m+1) íàðóøåíî óñëîâèå (1.9) è ïî ëåììå 2.6 óðàâíåíèå (1.191)
(óðàâíåíèå (1.192) ) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.2. Ïîëîæèì ω(x) = xλ(x) è g(t) = gm+2(t). Òîãäà â ñèëó
(1.23), (3.3m+2) è (3.4m+2) ñîáëþäàþòñÿ óñëîâèÿ (1.11), (1.13) è (1.14). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè
âûïîëíåíî óñëîâèå (1.25), òî, ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ (3.1m+1), ðàâåíñòâî (1.9) ñîáëþäàåòñÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.24). Åñëè òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó 1.3,
òî ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ 1.2 ñòàíåò î÷åâèäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.3. Ââèäó òîãî, ÷òî 0 < λ1 ≤ λi < 1 (i = 1, . . . , j), ïðè
êàæäîì ℓ ∈ {1, . . . , n} èç (3.1ℓ) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (3.3ℓ), ãäå gℓ � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ
ðàâåíñòâîì (1.27ℓ), λ(x) = 1 ïðè 0 ≤ x < 1 è λ(x) = λ1 ïðè x ≥ 1.

Èç (1.26) è (3.3ℓ), ñ îäíîé ñòîðîíû, âûòåêàþò ðàâåíñòâà (1.16), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, �
îöåíêè

va,ℓ(t) >

[
1− λ1

ℓ!(n− ℓ)!

t∫
a

gℓ(s) ds

]1/(1−λ1)

ïðè t ≥ a (ℓ = 1, . . . , n− 1), (3.6)

ãäå va,ℓ � âåðõíåå ðåøåíèå çàäà÷è (1.15ℓ). Ñîãëàñíî ýòèì îöåíêàì è óñëîâèþ (1.28), èç (3.1)

âûòåêàåò ðàâåíñòâî (1.17) ïðè ïðîèçâîëüíûõ a ≥ 0 è ℓ ∈ {m + 1, . . . , n − 1} ∩ N (k)
m+1,n. Ñëå-

äîâàòåëüíî, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.4, ïîýòîìó â ñëó÷àå k = 1 (k = 2) óðàâíåíèå
(1.19k) îáëàäàåò ñâîéñòâîì Am (ñâîéñòâîì Bm ).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.4. Â ñèëó (1.27ℓ) è (1.29) íàéäóòñÿ a > 1 è γ0 > 0 òàêèå,

÷òî gℓ(t) ≥ tm+1−ℓ[τ0(t)]
(ℓ−1−m)λ1gm+1(t) ≥ γ0tgm+1(t) ïðè t ≥ a (ℓ = m+2, . . . , n). Ýòè îöåíêè

íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâàìè (3.3ℓ) (ℓ = m+ 2, . . . , n) ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (1.18)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0, ãäå γ = γ0δ
λ(δ) è η = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ

(3.1ℓ), äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (1.9) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî
(1.30). Åñëè òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó 1.5, òî ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ 1.4 ñòàíåò î÷åâèäíîé.

Ñëåäñòâèÿ 1.5 è 1.6 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñëåäñòâèÿì 1.3 è 1.4. Ðàçíèöà â äîêàçàòåë-
üñòâàõ çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â òîì, ÷òî âìåñòî (3.1) è (3.1ℓ) èñïîëüçóþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (3.2)

è (3.2ℓ), ñîãëàñíî ÷åìó âìåñòî (3.6) èìååì va,ℓ(t) ≥ exp((ℓ!(n − ℓ)!)−1
∫ t
a gℓ(s) ds) ïðè t ≥ a

(ℓ = 1, . . . , n− 1).
Ðàáîòà ïîääåðæàíà íàó÷íûì ãðàíòîì Ìèíèñòåðñòâà ðàçâèòèÿ Ãðåöèè â ðàìêàõ äâóñòîðî-

ííåãî íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî ñîòðóäíè÷åñòâà ìåæäó Ðåñïóáëèêîé Ãðåöèÿ è Ãðóçèåé.
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Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2002. Ò. 38. � 8. Ñ. 1030�1041.

Äëÿ ôóíêöèîíàëüíî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà n ≥ 2 óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íàëè÷èÿ òàê íàçûâàåìûõ ñâîéñòâ Am è Bm. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ
òàêèõ óðàâíåíèé íàéäåíû êðèòåðèè êîëåáëåìîñòè âñåõ ïðàâèëüíûõ ðåøåíèé.
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